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Les  leçoni  suivantes  offrent  un  coûts  d'analise  sur 
celte  partie  du  calcul  qu'on  nomme  communément 
infinitésimale  ,  ou  transcendante  ,  et  qui  n'est  pro- 
prement que  le  calcul  des  fonctions.  Ces  leçons  ont 
été  données  à  l'école  Politechnique  pendant  l'an  VU, 
excepté  la  dernière  qu'on  a  cru  devoir  ajuiier  ici 
pour  compléter  ce  Cours.  Elles  étaient  destinées  à 


tervir  de  commentaire  et  de  supplément  à  la   pre- 
mière partie  de  la  Théorie  des  Jonctions  analitiques* 

Ceux  qui  ont  étudié  le  calcul  différentiel  pour- 
ront se  former  dans  ces  leçons  des  notions  simplet 
et  exactes  de  ce  calcul.  Ils  y  trouveront  aussi  des 
formules  et  des  méthodes  nouvelles  ,  ou  qui  n'a- 
vaient pas  encore  été  présentées  avec  toute  la  clarté 
et  la  généralité  qu'on  pouvait  désirer.  C'est  par  ces 
motifs  qu'on  a  cru  pouvoir  les  publier  dans  le  re- 
cueil des  leçons  de  1  Ecole  Normale. 


LEÇON    PREMIÈRE. 

Sur  C objet  du  calcul  des  fonctions  ,  et  sur  Us  fonctions 
en  général. 

Le  calcul  de»  fonctions  a  le  même  objet  que  le 
calcul  difFércnticl ,  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu; 
mais  il  n'est  point  sujet  aux  difficultés  qui  se  ren- 
contrent dans  les  principes  et  dans  la  marche  ordi- 
naire de  ce  calcul  :  \\  sert  de  plus  à  lier  le  calcul 
différentiel  immédiatement  à  l'algèbre  ,  dont  on  peut 
dire  qu'il  a  fait  jusqu'à  présent  une  science  séparée. 

On  connaît  les  difficultés  qu'offre  la  supposition  des 
infiniment  petits,  sur  laquelle  Leibnitz  a  fondé  le 
calcul  différentiel.  Pour  les  éviter,  Euler  regarde  les 
différentielles  comme  nulles ,  ce  qui  réduit  leur  rap- 
port à  l'expression  vague  et  inintelligible  de  zéro 
divisé  par  zéro. 

Maclaurin  et  d'Alembert  emploient  la  considéra- 
tion des  limites  et  regardent  le  rapport  d*s  différen- 
tielles comme  la  limite  du  rapport  des  différences 
finies ,  lorsque  ces  différences  deviennent  nulles. 

Cette  manière  de  représenter  les  quantités  diffé- 
rentielles ne  fait  que  reculer  la  difficulté  ;  car,  en  der- 
nière analise  ,  le  rapport  des  différences  évanouis- 
santes se  réduit  encore  à  celui  de  zéro  à  zéro. 

D'ailleurs  on  peut  observer  que  c'est  impropre- 
ment qu'on  applique  le  mot  connu  de  limite  à  ce 
que  devient  une  expression   analitique  ,  lorsqu'on  y 
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fait  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  quan- 
tité", après  avoir  tiéc ru  jusqu'à  *cro,  pourraient  encore 
devenir  négnives.  De  même  qu'en  géomèirie  on  ne 
peut  pns  dire  à  la  rigueur  que  la  soutangente  soit  la 
limite  des  sousecames  .  parce  que  rien  n'empêche 
la  sousecante  de  croître  encore, lorsqu'elle  est  deve- 
nue tangente, 

Les  véritables  limites,  suivant  les  notions  des  an- 
ciens, sont  des  quantités  qu'on  ne  peut  passer,  quot- 
qu  on  puisse  s'en  approcher  aussi  près  que  Ton  veut; 
•  telle  est,  par  exemple,  la  circonférence  du  cercle  à 
l'égard  drs  poligoiics  inscrits  et  circonscrits,  parce 
•que ,  quelque  grrnd  que  devienne  le  nombre  des 
cô-és ,  jamais  le  poligone  intérieur  ne  sortira  du  cercle , 
i)i  l'extérieur  n'y  entrera.  Ainsi  les  assimptotes  sont  de 
véritables  limites  des  courbes  auxquelles  elles  appar- 
tiennent ,  etc. 

Au  reste  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse,  par 
Ja  considération  des  limites ,  envisagées  d'une  mjnière 
particulière  ,  démontrer  rigouieusetnent  les  principes 
du  calcul  différentiel,  comme  M-iciaurin  ,  d'Alcmbi  ri, 
et  plusieurs  autres  auteurs  après  eux.  Ton  fait.  Mais 
l'trpèce  de  métaphysique  que  l'on  est  oblige  d'y  em- 
ployer, est  si  non  contraire,  du  moins  étrangère  à 
l'esprit  de  l'analyse,  qui  ne  doit  avoir  d'autres  méia- 
jjnysique  que  celle  qui  cousis',:  dans  les  premiers 
principes  et  dans  les  premières  opérations  fondamen- 
tales du  calcul. 

A  lVgard  de  la  méthode  des  fluxions  ,  il  est  vrai 
qiTon  peut  ne  considérer  les  fluxions  que  comme  les 
rit?9s?9  avec  lesquelles  les  grandeurs  varient»  cl  y 
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frite  abstraction  de  toute  idée  mécanique;  maïs  fa 
détermination  analytique  de  ces  vitesses  dépend  aussi, 
dans  cette  méthode,  de  la  considération  des  quantités 
iofiniment  petites  ou  évanouissantes;  elle  est  par  con- 
séquent sujette  aux  mêmes  difficultés  que  le  calcul 
différentiel. 

Qjiand  on  approfondît  ces  différentes  méthodes 
ou  plutôt  ces  différentes  manières  d'envisager  la 
même  méthode  ,  on  trouve  qu'elles  n'ont  d'autre 
but  que  de  donner  le  moyen  d'obtenir  séparément 
les  premiers  termes  du  développement  d'une  fonc- 
tion ,  en  les  détachant  et  les  isolant  ,  pour  ainsi 
dire ,  du  reste  de  la  série  ,  parce  que  tous  les  pro- 
blèmes dont  la  solution  exige  le  calcul  différentiel , 
dépendent ,  uniquement,  de  ces  premiers  terme  i.  Et 
on  peut  dire  qu'on  remplissait  cet  objet  sans  pres- 
que se  douter  que  ce  fût  là  le  seul  but  des  opéra- 
tions du  calcul  qu'on  employait. 

La  considération  des  courbes  avait  fait  naître  la 
méthode  des  iofiniment  petits  ,  qu'on  a  ensuite  trans- 
formée <~i  méthode  des  évanouissans  ou  des  limites  , 
et  la  considération  du  mouvement  avait  fait  naître 
celle  des  fluxions.  On  a  transporté  dans  l'analyse  les 
principes  qui  résultaient  de  ces  considérations  ;  et  on 
n'a  pas  vu  d'abord  ,  ou  du  moins  il  ne  paraît  pas 
qu'on  ait  vu  que  les  problèmes  qui  dépendent  de  ces 
méthodes,  envisagés  analytiquement ,  se  réduisent 
simplement  à  la  recherche  des  fonctions  dérivées  qui 
forment  les  premiers  termes  du  développement  dti 
fonctions  donuées,  ou  à  la  recherche  inverse  des 
fonctions  primitives  par  les  fonctions  dérivées, 


)    10    ) 

Newton  avait  bien  remarqué  dans  sa  première  so- 
lution du  problème  sur  la  courbe  décrite  par  un 
corps  grave, dans  un  milieu  résistant,  que  ce  problême 
devait  se  résoudre  par  les  premiers  termes  de  la  série 
de  l'ordonnée  ;  mais  il  se  trompa  dans  l'application 
de  ce  principe ,  et  dans  sa  seconde  solution  il  em- 
ploya purement  la  méthode  différentielle  ,  en  considé- 
rant les  différences  de  quatre  ordonnées  successives  ; 
et  quoiqu'il  ait  laissé  subsister  le  passage  ou  il  dit  que 
le  problème  se  résoudra  par  les  premiers  termes  de 
la  série ,  on  voit  que  ce  passage  n'a  plus  de  rapport 
immédiat  à  ce  qui  précède  ni  à  ce  qui  suit. 

11  est  donc  plus  naturel  et  plus  simple  de  considé- 
rer immédiatement  le  développement  des  fonc- 
tions ,  sans  employer  le  circuit  métaphysique  des 
infiniment  petits  ou  des  limites;  et  c'est  ramener  le 
calcul  différentiel  à  une  oiigine  purement  algébrique 
que  de  le  faire  dépendre  uniquement  de  ce  développe- 
ment. 

Mais  à  la  naissance  du  calcul  différentiel  ,  on 
n'avait  pas  encore  une  idée  assez  étendue  de  ce  qu'on 
entend  par  fonction. 

Les  premiers  analistes  n'avaient  employé  ce  mot, 
que  pour  dé*igncr  les  différentes  puissances  d'une 
même  quantité  ;  on  en  a  ensuite  étendu  la  significa- 
tion à  toute  quantité  formée  d'une  manière  quelcon- 
que d'une  autre  quantité  ;  et  il  est  aujourd'hui  géné- 
ralement adopté  pour  exprimer  que  la  valeur  d'une 
quantité  dépend ,  suivant  une  loi  donnée  ,  d'une  ou 
de  plusieurs  autres  quantités  données. 

Sous  ce  point  de  vue  on  doit  regarder  l'algèbre 
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comme  la  science  desfonctions, et  H  est  aisé  de  voir  que 
la  résolution  des  équations  ne  consiste  en  général  qu'à 
tiouvcr  les  valeurs  des  quantités  inconnues  en  fonc- 
tions déterminées  des  quantités  connues.  Ces  fonction* 
représentent  alors  les  différentes  opérations  qu'il  faut 
faire  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les  va- 
leurs de  celles  que  Ton  cherchent  elles  ne  sont  propre* 
ment  que  le  dernier  résultat  du  calcul. 

Mais  en  algèbre  on  ne  considère  les  fonctionsTquau- 
tant  qu'elles  résultent  des  opérations  de  l'arithméti- 
que 1  généralisées  et  transportées  aux  lettres ,  au  lieu 
que  dans  le  calcul  des  fonctions,  proprement  dit  ,  on 
considère  les  fonctions  qui  résultent  de  l'opération 
algébrique  du  développement  en  série  lorsqu'on  attri- 
bue à  une  ou  à  plusieurs  quantités  de  la  fonction  , 
des  accroissemens  indéterminés. 

Le  développement  des  fonctions  ,  envisagé  d'une 
manière  générale  ,  donne  naissance  aux  fonctions 
dérivées  de  différens  ordres  ;  et  l'algorithme  de  ces 
fonctions  une  fois  trouvé  ,  on  peut  les  considérer  en 
elles-mêmes  et  indépendamment  des  séries  d'où 
elles  résultent.  Ainsi  une  fonction  donnée  étant  re- 
gardée comme  primitive,  on  en  peut  déduire  par  des 
règles  simples  et  uniformes  d'autres  fonctions  que  j'ap- 
pelle dérivées;et  lorsqu'on  a  une  équation  quelconque 
entre  plusieurs  vatiables  ,  on  peut  passer  successive- 
ment aux  équations  dérivées  ,  et  remonter  de  celles  ci 
aux  équations  primitives.  Ces  transformations  répon- 
dent aux  dififérentiations  et  aux  intégrations  ;  mais 
dans  la  théorie  des  fonctions  elles  ne  dépendent  que 
d'opérations  purement  algébriques ,  fondées  sur  les 
.simples  principes  du  calcul. 
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Les  fonctions  dérivées  se  présentent  naturellement 
dans  la  géométrie ,  lorsqu'on  considère  les  aires  ,  les 
tangentes  >  les  rayons  oscillateurs  ,  etc  ;  et  dans  la 
mécanique  ,  lorsqu'on  considère  les  vitesses  et  les 
forces.  Si  on  regarde  par  exemple  Taire  d'une  courbe 
comme  fonction  de  l'abscisse  ,  l'ordonnée  en  est  la 
première  fonction  dérivée ,  ou  fonction  prime  ;  le  rap- 
port de  l'ordonnée  4  la  sous-tangente  ,  est  expri- 
mé par  la  fonction  prime  de  l'ordonnée  ,  et  par  consé- 
quent par  la  seconde  fonction  dérivée  ou  fonction  se- 
conde de  Taire;  le  rayon  oscnlateur  dépend  des  deux 
premières  fonctions  dérivées  de  l'ordonnée,  et  ainsi 
de  suite. De  même  en  regardant  l'espace  parcouiu  com- 
mc 'fonction  du  tems,la  vitesse  en  est  la  fonction  prime 
et  la  force  accélératrice  en  est  la  fonction  seconde.  Ce 
ù'est  peut-être  pas  un  desmoindres  avantages  du  calcul 
.  des  fonctions  de  fournir  pour  ces  élémens  de  la  géomé- 
trie des  courbes  et  de  la  mécanique  ,  des  expressions 
aussi  simples  et  intelligibles  que  le  sotit  les  expres- 
sions algébriques  des  puissances  et  des  racines. 

Lorsqu'on  envisage  une  fonction  relativement 
à  une  des  quantités  qui  la1  composent  ,  on  fait 
abstraction  de  la  valeur  de  cette  quantité,  et  on  ne 
considère  que  la  manière  dont  elle  entre  dans  la 
fonction  ,  c'est- à^dire  ,  dont  elle  est  combinée  avec 
elle-même  et  avec  les  autres  quantités.  Ainsi  la  fonc- 
tion est  censée  demeurer  la  même,  tandis  que  cette 
quantité  varie  d'une  manière  quelconque,  pourvu  que 
les  autres  quantités  avec  lesquelles  elle  est  mêlée  , 
•demeurent  constantes,  Ce  qui  introduit  naturellement, 
par  rapport  aux  fonction*  ,  la  distinctien  dès-quantités 
en  variables  et  constantes. 

Dans  Falgèbre  ordinaire  on  distingue  simplement 
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les  quantités  en  connues  et  inconnues  ,  et  on  a  cou* 
tume  de  désigner  les  unes  par  les  premières  lettres  de 
1  afphabeth  ,  et  les  autres  par  les  dernières.  L'appli- 
cation de  l'algèbre  à  la  théorie  des  courbes  a  fait 
d'abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent  dans 
l'équation  d'une  courbe  en  données  telles  que  les 
axes  ,  les  paramètres  ,  etc ,  et  en  indéterminées  telles 
que  les  coordonnées.  Depuis  on  a  envisagé  ces  mêmes 
quantités  sous  l'aspect  plus  naturel  de  constantes  et  de 
variables  ;  et  la  considération  des  fonctions  porte  na- 
turellement à  regarder  sous  ce  même  point  de  vue 
les  différentes  quantités  qui  les  composent. 

Nous  appellerons  donc  simplement  fonction  d'une 
ou  de  plusieurs  quantités  ,  toute  expression  de  calcul 
dans  laquelle  ces  quantités  entreront  d'une  manière 
quelconque  ,  mêlées  ou  non  avec  d'autres  quantités 
regardées  comme  ayant  des  valeurs  données  et  inva- 
riables, tandis  que  les  quantités  de  la  fonction  sont 
censées  pouvoir  recevoir  toutes  les  valcuis  pos- 
sibles. 

Nous  désignerons  ordinairement  les  variables  des 
fonctions  par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet*  ,  y , 
etc  ,  et  les  constantes  par  les  premières  a  ,  b  ,  c  ,  etc. 
Et  pour  marquer  une  fonction  d'une  seule  variable 
comme  x ,  nous  ferons  simplement  précéder  cette 
variable  de  la  lettre  caractéristique  /  ou  F  ;  mai* 
lorsqu'on  voudra  désigner  la  fonction  d'une  quantité 
déjà  composée  de  cette  variable  ;  comme  x1  ou  a 
+  bx  etc ,  on  renfermera  cette  quantité  entre  deux 
parenthèses.  Ainsi/; *  désignera  une  fonction  de  a  % 
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/  (  x2  ) ,/( a +>x  )  ,  tfc  %  désigneront  des  fonctions  d« 
x2$de  a+ix  ,  etc. 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes comme  x*  y  ,  nous  écrirons/(  x  ,  7  ) ,  et 
ainsi  des  autres.  Lorsque  nous  voudrons  employer 
d'autres  caractéristiques  1  nous  aurons  soin  d'en 
avertir. 

Si  deux  fonctions  de  d%ux  variables  différentes  x,  y  t 
c'est-à-dire ,  Tune  d'x,  et  l'autre  d'y  ,  sont  composées 
de  la  même  manière  et  avec  les  mêmes  constantes , 
ces  fonctions  seront  pareilles  et  pourront  être  dési- 
gnées dans  un  même  calcul  par  la  même  caractéristi- 
que ;  ainsi/x  et/ 7  seront  deux  fonctions  pareiiles  qui 
deviendront  identiques  en  faisant  y  =  x.  Mais  si  les 
deux  fonctions  étant  composées  de  la  même  manière  , 
les  constantes  qu'elles  contiennent  sont  différentes , 
alors  on  ne  pourra  plus,  généralement  parlant,  les  rc- 
ptesenter  par  la  même  caractéristique  dans  le  cours 
d'un  même  calcul.  Cependant  si  les  deux  fonctions 
ne  diffèrent  par  exemple  ,  que  par  la  valeur  d'une 
constante  ,  qui  serait  a  dans  Tune  ,  et  b  dans  l'au- 
tre ,  on  pourra  encore  les  désigner  par  la  même 
caractéristique  ,  en  les  représentant  par/  (  x  ,  a  )  ,  et 
/  (  y y  b  ) ,  comme  des  fonctions  pareilles  de  x  ,  a  ,  et 
de  y ,  b.  Ainsi  dans  ce  cas  les  quantités  a  et  b  en- 
treront aussi  dans  l'expression  de  la  fonction ,  parce 
que  quoique  constantes  dans  chaque  fonction  ,  elles; 
peuvent  être  regardées  comme  variables  d'une  fonc* 
tion  à  l'autre. 
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Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  les  dif- 
férentes formes  des  fonctions  ;  mais  nous  allons  con- 
sidérer la  dérivation  des  fonctions  les  unes  des 
autres,  dans  laquelle  consiste  "proprement  le  calcul 
des  fonctions. 
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LEÇON     SECONDE. 

Sur  le  développement  d'une  fonction  d'unrvariable,  lors- 
qu'on attribue  un  accroissement  à  cette  variable.  Loi 
générale  de  ce  développement.  Origine  des  fonctions 
dérivées.  Différens  ordres  de  ces  fonctions.  Leur  no* 
tation. 

Considérons  une  fonction  fx  d'une  variable  quel- 
conque x.  Si  à  la  place  de  y  on  substitue  ar-H ,  i 
étant  une  quantité  quelconque  indéterminée  ,  elle 
deviendra/(  j?-H")  ,  et  par  la  théorie  des  séries  on 
pourra  la  développer  en  une  suite  de  cette  forme 
fx-*rip  -hi  q  -+-i  r  -f-,  etc  ;  dans  laquelle  les  quantités 
p  ,  q  ,  r  ^etc ,  coéfficiens  des  puissances  de  i ,  seront  de 
nouvelles  fonctions  de  x  ,  dérivées  de  la  fonction  pri- 
mitive /x,  et  indépendantes  delà  quantité  i. 

Il  est  clair  que  la  forme  de*s  fonctions  p  ,  q  ,  r,etc  , 
dépendra  uniquement  de  celle  de  la  fonction  donnée 
fx  ;  et  on  déterminera  aisément  ces  fonctions  dans  les 
cas  particuliers  par  les  règles  de  l'algèbre  ordinaire 
eu  développant  la  fonction  dans  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  i. 

Cette  dérivation  des  fonctions  est  une  opération 
d'algèbre  plus  générale  que  l'élévation  aux  puissances 
et  l'extraction  des  racines  ;  et  les  principaux  problê- 
mes d'analyse  ,  de  géométrie  et  de  mécanique  en  dé- 
pendent ,  comme  on  Ta  montré  dans  la  Théorie  des 
fonctions  analitiques.  * 

Mais 
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biais ,  pour  ne  rien  avancer  gratuitement  ,  nota 
commenceront  par  examiner  la  iontoe  même  de  la 
série  ,  qui  doit  résulter  du  développement  de  toute 
fonction  fx  *  lorsqu'on  y  substitue  *-4-i  au  Ken  de  x  , 
et  que  nous  supposons  ne  devoir  contenir  que  des 
puissances  entières  et  positives  de  t.  Cette  supposition 
ie  vérifie  en  effet  par  le  développement  des  différentes 
fonction*  connues;  mais  personne  que  je  sache ,  n'avait 
cherché  à  la  démontrer  à  priai  ;  ce  qui  me  paraît 
néanmoins  d'autant  plus  nécessaire  qu'il  y  a  des  cas 
particuliers  ou  elle  peut  ne  pas  avoir  lieu. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que,  dans  la. série  qui 
résulte du  développement  dune  fonction/ (  x-h)  ,  il 
ne  peut  se  trouver  aucune  puissance  fractionnaire  de  i, 
à  moins  qu'où  ne  donne  à  x  des  valeurs  particulières. 

En  effet  il  est  clair  que  ies  radicaux  de  t  ne  pour- 
raient venir  que  des  radicaux  renfermés  dans  la  fonc- 
tion même  fx  ,  et  il  est  clair  en  même  tems  que,  la 
substitution  de  x-H  au  lieu  de  x  ne  pourrait  ni  augmen- 
ter ni  diminuer  le  nombre  de  ces  radicaux  ,  ni  en 
changer  la  natujre  tant  que  x  et  t  seront  des  quantités 
indéterminées.  D'un  autre  «ôté  on  sait  par  la  théorie 
des  équations  que  tout  radical  a  autant  de  valeur! 
différentes  ni  plus  ni  moins  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  exposant,  et  que  toute  fonction  irrationnelle  a 
par  conséquent  autant  de  valeurs  différentes  qu'on 
peut  faire  de  combinaisons  des  différentes  valeurs  des 
radicaux  qu'elle  renferme.  Donc  ,  si  le  développement 
de  la  fonction  /(x-^-f)  pouvait  contenir  un  terme  de 
m 

la  forme  ai*  la  fonction   fx  serait  nécessairement 
Ltqtus.  Tome   X»  B 
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irrationnelle  v    et  aurait  par  conséquent  un  certain 
nombre  de  valeurs  différentes  ,  qui  serait  le  même! 
pour  la  fonction  /  (  x+î  )  ,  ainsi  que  pour  son  déve- 
loppement. Mais  ce  développement  étant  représenté 

m 
parla  série/x-hpi-+-tf2a-Wfc.  -f-ui  -t-*  ctc  ,  chaque 
valeur  de  fx  se  combinerait  avec  chacune  des  valeurs 
du  radical  "j/V"  ;  de  sorte  que  la  fonction  /(x+t) 
développée  aurait  plus  de  valeurs  différentes  que  la 
mime  fonction  non  développée  ;  ce  qui  est  absurde . 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse  , 
tant  que  x  et  î  demeurent  indéterminés.  Elle  cesserait 
de  l'être  ,  si  on  donnait  à  x  des  valeurs  déterminées  ; 
car  il  serait  possible  que  ces  valeurs  détruisissent 
quelques  radicaux  dans/x  ,  qui  pourraient  néanmoins 
subsister  dans/  (  x-\-i  ).  Nous  examinerons  à  part  ces 
sortes  de  cas  et  les  conséquences  qui  en  résultent. 

Nous  venons  de  voir  que  le  développement  de  la 
fonction  /  (  x  +  t  ) ,  ne  saurait  contenir  en  général  de* 
puissances  fractionaircs  de  i\  il  est  facile  de  voir  aussi 
qu'il  ne  pourra  contenir  non  plus  des  puissances  né- 
gatives de  t. 

Car  *  si  parmi  les  termes  de  ce  développement ,  il  y 

en  avait  un  de  la  forme  ~  ,  m  étant  au  nombre  en- 

tier  positif ,  en  faisant  1=0  ,  ce  ternie  deviendrait 
infini  ;  donc  la  fonction  J  (x  +  t)  devrait  devenir 
infinie  ,  lorsque  i  =  0  ;  par  conséquent  il  faudrait  que 
/  x  devînt  infinie,  ce  qui  ne 'peut  avoir  lieu  que  pour 
des  valeurs  particulières  .de  *• 
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Nous  sommet  donc  assurés  que,/  x  exprimant  une 
fonction  quelconque  de  * ,  la  fonction/ (  x+i  )  peut, 
généralement  parlant,  se  développer  en  une  série  de 
cette  forme, 

f*  +  i  P  +  P  Ç  +  «s    r+i*  s+  etc  , 

dans  laquelle  p  ,   q*  r,    efc  ,    seront  de  nouvelles 
fonctions  de  %  dérivées  de  la  fonction  primitive  /x. 

Quoique  la  forme  de  ces  fonctions  dérivées  dé- 
pende essentiellement  de  celle  de  la  fonction  primi- 
tive, il  règne  néanmoins  entr'elles  une  loi  générale 
que  nous  allons  exposer. 

Supposons  que  l'indéterminée  x  soir  changée  en 
*  +  o  ,  o  étant  «ne  quantité  quelconque  indétermi- 
née ,  et  indépendante  de  i  ,  il  est  visible  que  la 
Jonction  /  (  x  -f-  t  )  deviendra  /  (  x  -f-  i  +  o  )  ;  et  Ton 
voit  en  même  tems  que  Ton  aurait  le  même  résultat 
si  on  mettait,  dans/(x  -f  î)  ,  i  +  o  à  la  place  de  f. 
Donc  aussi  le  résultat  sera  le  même  ,  soit  qu'on 
substitue  t  -f  o  à  la  place  de  i ,  ou  x  +  o  à  la  place  de 
x  dans  la  série  fx  +  *  p  -f  i7  q  -f  i3  r  +  etç  ,  qu'on 
suppose   égale  à  la  fonction  /(x  -f  i). 

La  substitution  de  i  -f-  o  au  lieu  de  t  dans  cette 
série  donnera, 

f*+(i+0)p+(t+e)*q+  (i+^r  +  etc; 

Savoir,  en  développant  les  puissances  de  i\-f*  0  ft 
nVcnv^nt  pour  abréger- que  les  deux  premiers  ter- 
me$  de  pbaque  pniisance/*pafce:quc  la  comparaison 


(  ta  ) 
4e  cei  termes  suffit  pour  notre  objet, 

J >  -f  ip-h  i*  q  +  Pr  +  i*  j  +  etc  ? 
+  0/>4-  ai  o  q  +  3i*cr  +  4  i*os-httc. 

Pour  faire  maintenant  la  substitution  de  «  +  a  au 
lieu  de  *  dans  la  même  série  ,  nous  observons  que 
puisque  la  fonction /or  devient  fx  +  ip  -f-etc  ;  lors- 
qu'on y  change  x  en  o>-f  f  «elle  deviendra/*  -f  op 
-f.  ctc  1  en  y  changeant,  x  en  x  +  0.  De  même  si 
P  +  *  p'-frttc.  q-i-i  q  -f  etc,  r-J- 1  r'  -f-  etc.  sont 
ce  que  deviennent  les  fonctions  /> ,  4 ,  r  etc  ,  lorsqu'on 
y  substitue  *  +  î  au  lieu  de  x  et  qu'on  les  déve- 
loppe suivant  les  puissances  de  i,  on  aura  ,  en  chan- 
geant! en  *,  p-hop'  +tetc.  q  +  0 q'  -f-  etc.  r  +  ûr' 
•f  etc ,  etc,  pour  les  déveioppemens  des  mêmes  fonc  - 
tions  auprès  la  substitution  de  *-f-0  au  Ueu  dex. 

Donc  par  cette  substitution  la  série  fn  -f~  ip  +•  £*§ 
4-  etc  ,  deviendra  ,  en  omettant  les  termes  qui  con- 
tiendraient le  carré  et  les  puissances  plus  hautes  de  ^ 

f  *+ip  +  î*q +?r+i*  s -4-ttc  , 

-+•  o/»  4-  i*/>f  «+■  i2oq'  -f-  t3*r'  -f-  ctc  , 
etc. 

Oe  résultat  doit  être  identique  avec  le  précédent , 
indépendamment  des  valeurs  de  i  et  de  0  qui  peu- 
vent être  quelconques  ;  il  faudra  donc  que  les  ter- 
mes affectés  des  mêmes  puissances  et  produits  de  i 
et  0  soient  identiques  en  particulier.  Ainsi  on  aura 
les  équations  identiques  *f  «5  p9 ,  3r  =  q' ,  4*  =  r$ 
ctc  5  d'où  Ton  tire  q  =  f  p'  \Y'^\qf%t^z  rl'Ctc. 
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Dénotons  en  général  par  f  x  la  fonction  p  dérivée 
de  la  fonction  j x ,  en  mettant  un  accent  à  la  ca- 
ractéristique /,  pour  indiquer  la  dérivation  de  la 
fonction.  Dénotons  de  même  par  f  x  la  fonction 
dérivée  de  la  fonction  /x,  en  ajoutant  un  accent 
à  la  caractéristique  J*  de  la  fonction  fx  d'o&  elle 
est  dérivée. 

Dénotons  pareillement  par/"'*  la  fonction  dé- 
rivée de  /"  ix  et  ainsi  de  suite. 

Ces  fonctions  fx*f'x  *f"x  etc,  ne  seront  autre 
chose  que  les  coefficient  de  i  dans  les  premiers  termes 
des  développement  des  fonctions/ fx-t-f),/'  (*-4-f), 
/"(x+i)ctc. 

i 

On  aura  ainsi  p  =/'x  ,  et  comme  pr  est  la  fonc- 
tion dérivée  de  p  ,  on  aura  p'  —  f'x,  et  par  con- 
séquent q  =  \  /"x.  Ensuite  q'  étant  la  fonction  dé* 
rivée  de  q ,  on  aura  q'=  *  f"x ,  et  par  conséquent 
r  =  7^/"'^;et  ainsi  de  suite. 

Donc  substituant  ces  expressions  dans  la  série 
fx+ip  -H  i*  q  Hjr  t3  r -H  etc  ♦  qui  est  le  développe- 
ment de/(x-+-i),  on  aura  cette  formule  fond**» 
mentale , 

Cette  expression  du  développement  de/(x-f-i) 
à  l'avantage  de  faire  voir  comment  les  termes  de 
}a  sériç  4épcn4^nt  Ici  tin,s  dçs  autres  ,  et  suMout 
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comment ,  lorsqu'on  sait  former  la  première  fonc- 
tion dérivée  d'une  fonction  primitive  quelconque,  on 
peut  former  toutes  les  fonctions  dérivées  que  la  série 
renferme. 

Nous  appelerons  la  fonction  fx  fonction  primitive 
par  rapport  aux  fonctions/'  «  ,  J"  x  etc  ,  qui  en  déri- 
vent; et  nous  appelerons  celles-ci  fonctions  dérivées 
par  rapport  à  celle-là.  Nous  nommerons  de  plus  la 
fonction  dérivée  f'x  ,  première  fonction  dérivée  ou 
fonction  dérivée  du  premier  ordre  ou  simplement  fonc- 
tion p*ime\  la  fonction  fftx  dérivée  de  celle-ci,  se- 
conde fonction  dérivée,  ou  fonction  déiivée  du  second 
ordre  ou  simplement  fonction  seconde  ;  la  fonction 
ff"x  dérivée  de  ra  précédente  ,  troisième  fonction 
dérivée,  ou  fonction  dérivée  du  troisième  ordre  ou  sim- 
plement fonction  tierce  et  ainsi   de  suite. 

Mais  nous  entendrons  toujours  par  fonction  dé- 
rivée  simplement ,  la  première  fonction  dérivée  ,  et 
par  fonction  primitive  celle  d'où  clic  est  censée  dérivée. 
Nous  leur  donnerons  aussi  quelquefois  pour  plus  de 
simplicité  le  simple  nota"  de  dérivées  ,  ou  de  pri- 
mitives. 

Si  la  fonction  primitive  n'est  pas  représentée  par 
la  caractéristique  /  ,  mais  par  une  autre  variable  , 
comme  lorsqu'on  suppose  y  fonction  de  x  donnée 
par  une  équation  quelconque  entre  x  et  y  ,  alors 
on  pourra  dénoter  de  même  ses  fonctions -dérivées 
par  des  accens  ou  traits  appliqués  à  la  lettre  y,  cl 
les  appcller  simplement yjirijne  ^seconde ,  tierce  *  etc. 
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fSànsi;  étant  regardée  comme  une  fonction  quel' 
conque  de  a? ,  ses  fonctions  dérivées  seront  repré- 
sentées par  y'  ,y  ,y  etc  :  ;  de  sorte  que  y  étant  la 
fonction  primitive  ,  y'  sera  sa  fonction  dérivée  du 
premier  ordre  ,  ou  fonction  prime  ,y"  sera  la  fonc- 
tion dérivée  du  second  ordre  ou  fonction  seconde  etc  ; 
et  on  les  nommera  y  prime  ,  y  seconde  ,  etc. 

De  cette  manière  x  devenant  x  «+•  i  la  valeur  dt 
jr  deviendra 


'  +  '>>-i:-7"+-£r 


/"-t-etc. 


En  général  si  on  a  une  expression  quelconque  en 
*%y  etc  ,  on  pourra  désigner  ses  fonctions  dérivées 
par  des  traits  appliqués  à  la  même  expression  ren- 
fermée entre  deux  parenthèses.  Ainsi 


a  +  bx  +  ey  V 


représentera   la  première  fonction  dérivée  de  l'ex- 
pression 

a  +  bx  +  cy 


<t  +  **  +  iJ' 


tt 


(  a  +  hx+çy  V'. 

représentera  h  Seconde  fonction  dérivée  de  la  mima 
expression  ;  et  ainsi  de  suite. 

£t  si  Ton  a  une  fonction  de  plusieurs  variables 
*  \1!  »  etc  ,  exprimée  en  général  par  /(x  ,  y. ...  )  , 


(H) 

on  dénotera  ses  fonctions  dérivées  relatives  k  toute** 
ces  variables,  en  appliquant  un  ,  deux  y  etc  ,  traits  à 
la  caractéristique  /;  ainsi  /(x,;.,.  )  dénotera  sa 
fonction  prime/"  {*,  y  . .  •)  sa  fonction  seconde  etc. 

Quoique  les  fonctions  dérivée!  doivent  leur  ori- 
gine au  développement  de  la  fonction  primitive 
lorsqu'on  augmente  la  variable  d'une  quantité  quel- 
conque i,  on  von  qu'elles  sont  indépendante*1  de 
cette  même  quantité  qui  ne  sert  pour  ainsi  dire  que 
comme  un  outil  pour  former  ces  fonctions.  Ainsi 
dès  qu'on  aura  trouvé  par  la  considération  du  pre- 
mier terme  du  développement ,  des  règles  générales 
pour  passer  d'une  fonction  primitive  à  la  fonction 
dérivée  ,  cm  pourra  faire  abstraction  de  tout  déve- 
loppement et  regarder  la  dérivation  des  fonctions 
comme  une  nouvelle  opération  d'algèbre  plus  gé-j 
nérale  et  d'une  beaucoup  plus  gtande  étendue  que 
l'élévation  aux  puissances. 

Ceux  qui  savent  le  calcul  différentiel  n'auront  pas 
de  peine  à  se  convaincre  que  les  fonctions  dérivée» 
fx,f'xttt.y\  y"  etc,  reviennent  aux  quantités 
qu'on  désigne  dans  ce  calcul  par 

d.fx      d*.  fx  dyd*y, 

dn  dx*  Hx  '  dx2 

et  ainsi  des  autres  expressions  semblables.  • 
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fonctions  effritées  des  puissances.  Développement  d'une 
puissance  quelconque  <Tun  binôme. 

Puisque  toute  Jfonctiqn  dérivée  du  premier  ordre 
f  x  *  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  i  dans 
le  développement  de  la  fonction  primitive/.? ,  après 
la  substitution  de  x  -+- 1  à  là  place  dex,  il  sVhsuit 
que  la  recherche  de  la  fonction  dérivée  d'une  puis- 
sance quelconque  x"  se  réduit  à  trouver  le  terme 
affecté  de  1  dans  le  développement  de  la  puissance 
(x-t-i  )•  suivant  les  puissances  de  i. 

Lorsque  l'exposant  m  est  un  nombre  quelconque 
entier  ou  fractionnaire  ,  positif  ou  négatif,  on  dé- 
montre facilement  par  les  premières  opérations  de 
r  algèbre,  que  les  deux  premiers  termes  de  la  puis- 
sance m  du  binôme  x  -+-  i ,  sont  xm  -+-  m  x*  — •  *  i  ;  ainsi 
lorsque  /x  =  x"  ,  ou=ilx,é,  A  étant  un  coefficient 
constant  quelconque  %  on  aura 

/'  x  =  mAxm—\ 
m  étant  un  nombre  quelconque  rationel. 

Comme  tout  nombre  irrationnel  peut  être  renferma 
entre  des  limites  rationnelles  aussi  resserrées  que  l)on 
Veut ,  on  en  pourrait  conclure  tout  de  suite  la  vérité 
du  résultat  précédent  pour  une  valeur  quelconque 
irrationnelle  de  m  ,  puisqu'on  peut ,  en  resserrant  tes 
limites  ,  diminuer  Terreur  à  Volonté.  Mais  comme  il 

Leçons.  Tome  X.  C 


>  (  «6  ;    / 

est  plutôt question  ici  de  la  forme  même  de  la  fonc-» 
tïon  dérivée  ,  que  de  la  valeur  absolue  dans  chaque 
cas  particulier  ,  nous  croyons,  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  sur  cette  proposition  fondamentale,  devoir  en 
.  donner  une  démonstration  aussi  générale  que  rigou- 
reuse. 

Puisque  (x-M)-  =  x-  (/+-!)• 

par  l^s  règles  de  l'algèbre  ,  si  on  fait  pour  abréger 

—  =  «  ,  il  s'agira,  de  tcouvec  le  coeficient  de  »  dans 

le  développement  de  (  r  -4-  «  )•  quel  que  soit  l'expo- 
sant m.  Or  quel  que  puisse  être  ce  coefficient,  comme 
il  doit  être  indépendant  de  *  ,  il  est  clair  qu'il  ne 
peut  être  qifune  fonction  de  m  ,  puisque  l'expression 
,1 -*-*>)•  ne  contient  que  les  deux  indéterminées 
•  et  m.  On  pourra  donc  le  représenter  en  général  par 
F  m  ,  .la  caractéristique  F  désignant  une  fonction  dé 
terminée  mais  inconnue.  Ainsi  comme  en  faisant  * 
mil*  k  quantité  (  1  -+-*}•  devient  i*Jc=  x  ,  on  aura 

(i  +  «)'  =  i  -f-»  Fm-Hetc. 

%     On  aura  donc  aussi  pour  un  autre  exposant  quel- 
conque n 

r  (14.»)'  =  1  +  «  Fn-+-etc. 

Multipliant  enscmblç.ces  deux  équations  on  aura 

(i-f-«)  M*»=r  -4^»  [Fm  +  Fn  \  -\-cte. 

■  Car  Ujthéorie  d?s  puissances  repose  uniquement; 
sur  ces  principes  que  a*  X  «f  ~-*mtt4  *  quelles  que 


soient  1c»  quantités  a  %  m,  nH  e  t/oti  peut  mêtfffe  dire 
que  c'est  dans  ce  principe  que  consiste  l'essence  des 
puissances  ,'  lorsque  les  exposans  ne  peuvent  être 
exprimés  par  des  nombres. 

Ainsi  Fm-f-  Fn  sera  le  coefficient  de  «  dam  le 
développement  de  la  puissance  (  1-4-*  )*+*  Maïs  ce 
# coefficient  doit  être  représenté  par  F  i  toi  '+-  n  ) ,  puh-' 
que  la  fonction  (i4-«)'  ctevient  ■(  i -f-*)"4,*l 
en  y  substituant  m  -fr  «pour  m.  Dope  il  faudra  que  la 
fonction  désignée  par  la  caractéristique  F  soit  telle 
que  Ion  ait 

F(ro-f-n)  =  Fm  +  Fn, 

m  et  fi  étant  des  quantités  quelconques. 

Pour  trouver  d'une  manière  générale  la  forme  de  la 
fonction  d'après  cette  condition  ,  je  supposerai  que 
la  quantité  m  soit  changée  ea!m«4-i ,  et  que  la  quan- 
tité n  le  soit  en  m  — z,  tétant  quelconque;  alors 
la  fonction  F  [m-\-n)  demeurera  la  même  ,  et  lej 
fonctions  F  m  ,  Fn  deviendront 

J*(nH-i),*(ft—  s); 

donc  l'équation  précédente  donnera 

•  Fm  -+-  Fn  =  F  (m-hi)  +!;(sri), 

Or  par  le  .développement  v  U  fôrlction 

F(flf-tri) 

devient,         ..,.•■• 

Fm  +  iF'm-f-i  .F"  m  -4-  etc  , 

C  * 


compae  oq  l'a  yu  plus  haut  ;  et  la  fonction  F  (  «  —  j  ) 
{deviendra  de  même  en  prenant  s  négativement , 

Fh  — îrij  +  ^F'n^etc, 

donc  l'équation  précédente  se  réduira  à  celle-ci  : 

/(Fmr-Fn)-h~tF"fii+F'fn)-f-etc.  =q 

laquelle  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de 
/  ,  on  aura  nécessairement 

F'  rc  —  F'n  â=  o  ,  F*  m -h  F"  n  =  o  etc. 

La  première  de  ces  conditions  donne 

F'm^f'n, 

Aoh  Ton  conclud  d'abord  que  la  valeur  de  la'fonc* 
tion  F;  m  doit-être  indépendante  de  la  variable  m  , 
puisqu'elle  demeure  la  même  en  changeant  la  valeur 
de  cette  variable  ;  et  qu'ainsi  cette  valeur  doit-êtse 
constante  relativement  à  la  même  variable,, 

On  aura  donc 

F*m  =  «, 

a  étant  une  constante  ;  et  cette  valeur  de  F'  m  satis- 
fera aussi  aux  autres  conditions  ,  puisqu'on  aura 

F''  m  =  o  *  F'"  m  =  o  etc  ; 
et  de  même 

F"  n  =  o  ,  F'[  n  =  o  etc. 

Tout  se   réduit  donc  a   trouver   la  valeur  de  {a 
fonction  primitive  F  m,   d'après  la  fonction  dériveç 


iilife^^^i^^^l^^H^^^^^^^^^lk       t  *    '  "  !^^^HJ 

f 

# 

« 

, 

(  «M 

Or  il  est  faciîf  de  voir  que  F  m  ne  peut  être  que  de 
la  forme  a  m  -4-  b  ,  b  étant  une  constante  arbitraire  ; 
car  on  peut  le  convaincre  qu'il  n'y  a  que  cette  ex- 
pression qui  puîné  donner  à  polir  sa  fonction  dé- 
rivée. 

On  peut  dailleurs  le  démontrer  directement  ainsi , 
puisqu'on  a  en  général 

F(«4»i)  =  F«  +  iPfJ[i  +  yF."»  +  etc. 

On  aura  dans  le  cas  présent , 

F'  m=  «v-F"  w  =o  ,  FHr  m  =  o  etc  ; 

F  (m-hi)  =  F  nf -f-  a  i , 

et  comme  t  peut  être  une  quantité  quelconque ,  si  on 
£aitt  = — m  ,  alors  la  quantité  m  -Ht  deviendra 
xéro  ;  donc  la  valeur  de  F  (  m  -H  i  )  sera  indépendante 
de  tu  ;  elle  sera  par  conséquent  égale  à  une  constante 
b.  On  aura  ainsi 


d'OQ 


b—  F  m  —  a  m, 


F  m  =  a  m  H- 


Substituant  cette  valeur  de  .Fm,  on  aura  en  général 
(  i-f-«  )"  =  i  H-  (tf*n+  *)'"-f-etc, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  m  ,  «  et  b  étant  dçs 
constantes  indépendantes  de  m  ,  dont  la  valeur  doit 
se  déterminer  par  la  considération  de  quelques  cas 
particuliers. 

fpnr  cela  on   fera  d'abord  m=o,  et  Ton  auu 

i 

I  =  i  -h  fc  «  -|~  eje  \ 


(  3o  ) 
donc  tsco.  On  fera  ensuite  m  =  1  ,  |t  Ton  aur* 

1  -f-.û>  =  i  -j-û  »-+-  etc;  donc  a  =  i . 
D'où  Ton  conclura  enfin 

(  i  -f-  »  )•  =  i  -f-  m  *  -+-  etc. 
Donc  puisque 

(x-M)-=y-(i-F*)-\ 

*>  étant  =  ^      on  aura 

w<  (x  +  i^ix'  +  ilwr -'i-f-etc  t 

quel  que  soit  le  nombre  m ,  de  sorte  que  la .  fonction 
dérivée  de  A  xm  sera  en  général  A  m x*~*  comme 
nous  l'avons  trouvée  d'abord  pour  le  cas  de  m 
Tationel. 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  dé- 
mer  pour  la  rigueur  et  la  généralité.  Elle  ne  dépend 
que  des  Fonctions  dérivées  de  la  forme  la  plus  simple, 
et  fournit ,  dès  le  commencement  un  exemple  remar- 
quable de  leur  usage  darfs  Fanatise. 

On  peut  donc  établir  pour  règle  générale,  que  la 
fonction  dérivée  d'une  puissance  quelconque  *  d'une  varia- 
ble est  égale  à  la  puissance  d'un  hdtgri  moindre  d'une 
unité  d^  la  même  variable  multipliée  par  V exposant  de 
la  puissance  donnée. 

De  là  et  de  la  loi  du  développement  des  fonctions 
résulte  une  démonstration  aussi  simple  que  géné- 
rale ,  et  peut  être  la  seule  rigoureuse  qu'on  ait  en- 
core donnée  dé  la  formule  du  binôme  pour  un  expo*, 
sant  quelconque,  'N 


\ 


(3x4  ' 
vient  de  trouver  que 


Ëa  effet  puisqu'on  vient  de  trouver  qu« 

Fx  =  Axm 

donne 

F'  x  =  mAx  "-"•  , 
on  aura  de  même  en  prenant  la  fonction  dérivée  de 
cette  dernière  quantité 

F" x=m(m^i  )  Axm-\ 

etpaxlam£m€  raison  on*aura,  en  prenant  de  nouveau 
la  fonction  dérivée , 

F'"x  =  wi(m—  i)(m~ 2)  Axm-' 

et  ainsi  de  suite/ 

Donc  puisqu'on  a  trouvé  en  général 

F{x  +  i)=fx  +  if  *+£/"*+  JJ/x+eto 

y  On  aura  pour  le  cai  de  fx  =  xm  ,  la  série 

(x  +  i )  "  =  x'  -+-  m  x  —  i i  +  lL^L>  ar-i> 
m  (  m — 1  )(m — a  ) ,  . ,    f 

-+-~i ii '  x  •— '  1'  +  etc. 

Si  on  divine  toute  l'équation  pat  x"et  qi\on>f 
mette  ensuite  s  à  la  place  de  —  ,  on  aura 

(1.^)-  =  I+JWI  +  -J iu-f-J^ — il*— — V+etc 

Cette  formule  résulte  de  la  précédente  en  y  faisant 
-*r=i  ;  mais  il  n'aurait* pas  été  a^se^  rigoureux  de 
l'en  déduire  dte    cette   manière  ,  puisqu'on  a  déjà 


<v 


remarque  que  le  développement  de  la  fonctiorf 
/(*+*)  cn  puissances  entières  de  i  peut  cesser 
d'être  exact  dans  des  cas  particuliers  de  la  valeur 
de  x. 

Si  maintenant  on  multiplie  l'équation  précédente 
par  am,  et  qu'on  y  substitue  ensuite  b  à  la  place 
de  ai  ,  on  aura 

(tf4-i)-=a"+ma*—*  +  «C— «V^*»*  +  etc. 

quelques  valeurs  qu'on  attribue  aux  quantités 
a  %  b ,  m» 

La  méthode  que  nous  avons  employée  plus  haut 
pour  trouver  directement  la  fonction  primitive  d'urie 
quantité  constante  ,  peut-être  appliquée  à  d'autres 
cas.  En  effet  si  dans  la  formule  générale 

/(K+î)=/xH-i/;x4-^/^xH-etc, 
on  fait 


1&!  fonction  /  (  x  +•  i  )  deviendra  indépendante  de  j? , 
et  sera  par  conséquent  égale  à  une  constante  b ,  la- 
quelle sera  proprement  la  valeur  dc/x  lorsque' x=*  o. 
On  aura  donc  ainsi  t 

b  =/*  —  xf  x+Çf"x~  etc- 
d'où  Ton  tire 

/x  =  fc  +  x/ix-^*  +  ctc. 


(3f) 
Si  maintenant  /'  x  =  a%  on  aura 

/"x=o, /'"%=.  etc,       * 
donc  /x  =  6  +  *  x. 

Si  /'  x  =  a  x ,  on  aura 

/"  x  =  a  \  /"'  x  =  o ,/»"  x  =  o  etc  , 
donc 

/•  =  »  +  .  ^-,Çhs»  +  Ç. 

Si  /  '  *  =  a  xa  ,  on  aura 

/"  *  =  s  flx,/'"  x=  a  «  ,/"  *=  o  ,/*  x  =  o  etc; 

donc 

/*  =  *  +  flar3— ax*  +  f££— i+  f££ 

et  ainsi  de  suite. 

En  général  %if*x  =  as?%  on  aura,  en  prenant  les 
fonctions  dérivées , 

/''x=nax*—  t  ,/'"x  =  «n(n —  t)  flar"-^  ,  etc; 

donc  substituant  ces  valeurs 

Or,  on  a  par  le  développement 
(t_i)*4.i  =  1_(n+1)4-V-rj \rrj2L — '+etc.=o 


a. 3 


donc 
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et  par  conséquent 

^  2  2.3  B-f"1 

quel  que  toit  le  nombre  n;  donc  on  aura 


En  effet  *  la   fonction    dérivée  de  cette  quantité 
teta,pa(Ja  t+gte fénéralc , 


=  a«'. 


h  conttaate  4  ayant  zéro  pour  Tonction  dérivée. 


(  ») 
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fonctions  dérivées  des  quantités  exponentielles  et 
logarithmiques*  Développement  de  ces  quantités  en 
séries. 

La  fonction  x"  dans  laquelle  x  est  fa  variable  et  m 
est  une  constante  ,  conduit  naturellement  à  la  con- 
sidération de  la  fonction  a*,  dans  laquelle  la  variable 
est  m ,  et  où  m  est  une  constante.  Cet  sortes  <fe  quan- 
tités s'appellent  exponentielles  ,  parce  qu'elles  ne 
varient  qu'à  raison  de  l'exposant. 

Pour  trouver  la  fonction  dérivée  de  a* ,  H  n  y  aura , 
suivant  le  principe  général ,  qu'à  substituer  x-f-i  à 
ta  place  de  *,et  développer  suivant  les  puissances 
de  i  ;  le  coefficient  du  terme  affecté  de  îjç ra  la  fonction 
ckerchée. 

Cette  substitution  donne  îa  fonction  at^zzza"  X  **» 

Supposons  a  =  i  -f"  *  *  oa  *ur*  **  .*=*(  *  +  '  ^ 

et  par  la  formule  générale  ,  démontrée  prélécfem- 
Bieni  t  on  aura 

En  ordonnant  les  termes  de  cette  série  suivant 
les  puissances  de  t ,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux 
premiers  termes  du  développement  et  et  seront 

■+(»-?  +  ?-■?  +  ««■)* 

D  « 


(3S) 
Sait  pour  abréger 

=  ,-.,-<'-*>'  +  ('-'>'  -ctc: 

On  aura  donc  i  +  c  i  pour  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  a1  ;  par  conséquent, 
en  multipliant  par  a*  ,  on  aura  a*  +  c  a*  i  pour 
les  deuft  premiers  termes  du  développement  de 
a  *+'.  Donc  ca*  coëficicnt  de  i  sera  la  fonction  dé- 
rivée de  **. 

Le  coefficient  c  dépend  comme  Ton  voit  de  la 
quantité  a  qui  est  comme  la  base  de  l'exponen- 
tielle ,  et  on  nomme  communément  ce  coefficient  le 
module. 

On  peut  ainsi  établir  cette  règle ,  que  la  fonction 
dérivée  d'une  quantité*  exponentielle  est  égale  à  cette  ex» 
ponentielle  multipliée  par  un  coëficicnt  constant  qui  dé» 
pend  de  la  base  do  l'exponentielle  et  qu'on  nomme  le 
module. 

Puisque  la  dérivée  de  n*  est  ca*%  la  dérivée  de 
celle-ci  sera  e*  a*,  et  la  dérivée  de  cette  dcrnièic 
sera  de  même  c'a*,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  en  faisant  fx  =  a9  on  aura 

*  fx  ==cû*,/"x  —  cjû*,  ete. 
Donc  substituant  ces  valeurs  dans  le  développer 
ment  de/(*  +  i  )  %  on  aura 


(37  ) 


C* 


Ci 


**+*  =  û*  +  ca"  i  +  ~  an  i'  +  -«'  i'  +  etc, 
et  divisant  par  a* , 

C'est  la  série  dont  nous  n'avions  trouvé  ci-dessus 
que  les  deux  premiers  termes.  Elle  peut  servir  , 
comme  Ton  voit ,  à  réduire  toute  puissance  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  son  ex* 
posant. 

On  peut  par  cette  série  déterminer  directement  la 
valeur  de  a  en  c. 

En  faisant  i=i,  on  aura 

Et  lorsque  c  =  i ,  la  valeur  de  a  se  trouvera  ex» 
.  primée  par  la  série  très-simple 

dont  la  valeur  est 

8,718181818459..  .  . 

C'est  le  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par/, 
et  qui  est  par  conséquent  la  base  des  exponentielles 
dont  le  module  est  l'unité. 

Ainsi  en  faisant/x=<*  on  aura  simplement/*  ~e*, 
f*  =  e* ,  etc  ;  et  Ton  aura 


-wlT""  " 


$*"■.  ♦  ^T'^I? 


TO 


fl=I+n  +    -^    +f/c:  ,on  fait  îaK-î-onaura 


a    =i  +  «+7   +  ~-  +  ctcs=sr- 

Ainsi  on  a  entre  les  trois  constantes  a  %  c  et  <  la 

c 

relation  a    ^t*  d'oà Ton  tire  <*««•• 

Cette  équation  donne  aussi  —=*—*;  d'où  l'on  voit 
qu'en  faisant  *  négatif,  a  se  change  en  *  ;  ainsi  en 
faisant  ces  changemens  dans  l'équation 


(«-Q'        (g-i)i 


«  3 

donnée  ci-dessus  ,  on  aura 

<  —  "7"+      aa'      +  TS""  +  <*• 

Cette  série  est  plus  propre  que  la  précédente  I 
donner  la  valeur  de  c ,  lorsque  a  est  un  nombre  plut 
grand  que  l'unité. 

En  faisant  a=  io  ,  on  a 

c  =:  o  ,  g  -I 1 j—  +  eic  ; 

et  on  trouvera  par  le  calcul 

c=  2,3o«585o9«994, 

On  peut  exprimer  toute -quantité  variable  par  une 
constante  élevée  à  une   puissance    variable  ;  alors 
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l'exposant  de  cette  puissance  devient  une  fonetfon 
de  la  même  quantité,  et  cette  fonction  est  dans  le 
sens  le  plus  général  le  logarithme  de  la  quantité 
proposée.  D'où  Ton  voit  que  les  fonctions  logarith- 
miques ne  sont  proprement  que  les  réciproques  des 
fonctions  exponentielles. 

Nous  dénotons ,  en  général,  les  Logarithmes  d'une 
quantité  par  les  mots  tog  ,  mis  avant  cette  quantité 
en  forme  de  caractéristique.  Ainsi  ,/oj.  x  exprimera 
le  logarithme  on  la  fonction  logarithmique  de  x, 
et  cette  fonction  sera  donnée  par  l'équation  x=a  *>*•*> 
oà  « ,  base  de  l'exponentielle  ,  sera  en  même  tems  la 
base  du  système  fagarithmitrue. 

Pour  trouver  maintenant  la  fonction  dérivée  de 
log.  x  ,  on  fera  ,  en  général  ,/x  —  log.  x  «  ce  qui  don* 
nera  x  =  a  J*  %  et  mettant  x  -J-  i  à  la  place  de*,  H 
aura 

x+i^a'C*-'}, 

équation  qui  doit  être  identique  ,  et  avoir  lieu ,  par 
conséquent,  quelle  que  soit  la  valeur  de  i.  Or,  par 
le  développement  on  a 


a 

en  faisant 

»=;/'*+ff/r*  +  etc; 


=  i  +  c  •  +  cLal  +  etc  : 

2 
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donc  faisant  cette  substitution  on  aura 

et  divisant  par  je  , 

i  +!  =  ««. 

Or,  par  la  formule  trouvée  ci-dessus ,  on  a  en  général, 

a{ 
donc  on  aura 

1  +  1  =1  +c*  +  eL?£  +  etc. 

X  2 

Donc  remettant  pour  »  sa  valeur ,  et  ordonnant  les 
termes  suivant  les  puissances  de  i ,  on  aura  cette 
équation  identique. 

1  =ief  x  +  »-  (c'f  **  +  ef"  x)  +  etc  ; 
et  la  comparaison  des  termes  donnera  d'abord 

d'où  Ton  tire 

/'  x  =  i. 

J  CX 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les 
valeurs  de  f"x  ,  /"'*  etc;  mais  il  est  plus  "simple 
de  les  déduire  successivement  de  celle  de/'ar. 

La  constante  e  dépend  de  la  base  a  du  système 
logarithmique  par  les  mêmes  formules  que  nous 
avons  trouvées  plus  haut  ;  relativement  aux  loga- 
rithmes ,  elle  s'appelle  le  module  du  système  loga- 
rithmique* 

De 


t  Ai  ) 

-  De  là  résulte  cette  règle  générale  :  que  la  fonction 

dérivée  du  logarithme  if  une  variable  est  égale  à  f  unité 

divisée  par  cette   variable   multipliée  par  le  module  du 

ifUtme  logarithmique. 

Puisque  fx  -=z  log  x  donne  fx  =  —  i  en  prenant 

successivement   les    fonctions  dérivées  ,     d'après   la 
règle  générale  des  puissances  ,  on  aura 


J  ex*  ,  J  ex* 


etc\ 


donc,  si   on  fait  ces  substitutions  dans  le  dévelop- 
pement de/(x  +  i) ,  on  aura  la  série 

bg.x+J--^  —  +  — etc, 

•  *     CX  2CÏ*  3CX* 

pour  la  valeur  de  log.  (  x  +  i). 

Ayant  ainsi  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque 
x,  on  peut  par  cette  série  trouver  celui  d'un  autre 
nombre  plus  grand  x  -f-  i,  et  la  série  sera  d'autant.plus 
convergente  que  la  différence  i  des  deux  nombres 
aura  un  moindre  rapport  au  nombre  x. 

Par  la  théorie  des  logarithmes ,  on  a  log.  (x  +  i) 

—  log.  ar  =  log.  X-~   =  log.  f  !  -j.  -L  )   ;   donc  si 

on  fait  dans  la  formule  précédente  i-y,  on.  aura 

Log.    (i+;)=   -    (y-^+^L  _  etc;) 
formule  connue. 

Soit  i+y  =  iiOn  aura  y  =  x  — -  i ,  donc 

w.,=-.„-._^+^-.«., 

Leçons.  Tome  X.  E 
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Cette  série  n'est  convergente  et  par  conséquent  fie 

peut  servir  à  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donné 

a  ,  que  lorsque  ce  nombre  diffère  peu  de  l'unité  ;  mais 

on  peut  la  rendre  convergente  dans  tous  les  cas*  par 

r 
la  substitution  de  }/x  a»  lieu  de  x  ;  car  puisque 

l$g.  j/z  est  égal  à  — —  ,  on  aura  en  multipliant  par  r 

^.z=-r(^z-,_^z-i)+l(|/z-iv-ctc;) 

où  Ton  peut  prendre  pourr  ua  nombre  quelconque 
positif  ou  négatiL 

Or,  quel  que  soit  le  nombre  z  ,  on  peut  toujours 

r 

en  extraire  la  racine  d'un  degré  V,  tel  que  \fz  soit 
un  nombre  aussi  peu  différent  de  l'unité  qu'on  voudra; 
ainsi,  la  formule  précédente  donnera  toujours  la  va- 
leur, de  log.  z  v  avec  toute  l'exactitude  qu'on  pourra 
désirer. 

r 
Si  on  prend  r  négativement  ,  alors  |/t  devient 

— ,  et   la  série  qui    exprime  log.  z  ,  devient  t  en 

changeant  les  signes, 

l.*«=î(i~7-  +  *(i" ^+*(i-7-)3  +  etc) 
lA  \ft  |A 

©à  tous  les  tevmes  sont  positifs.  Ainsi  on  peut  avoir 
à  volonté  pour  la  valeur  de  log.  x ,  une  série  dont  tous 
les  termes  soient  positifs  ,  ou  alternativement  positifs 
et  négatifs.  Car  il  est  évident  qirt  2  étant  un  nombto 


(0) 

r 
plus  grand   que  l'unité  ,  |/z  sera  plus    grand  que 

r 
l'unité  ,    et   *   étant  moindre    que  limité  \f%  sera 

aussi  moindre  que  l'unité  ;  mais  les  différences  seront 

d'autant   plus  petites ,  que  l'exposant  r  de  la  racine 

r 

sera  on  plus  grand  nombre  ;  donc  ^/z  —  i   et  1  — 
- — -  seroot  positifs  dans  le  premier  cas  %  et  négatifs 

dans  le  second* 

Si  a  est  la  base  des  logarithmes  ,  en  sorte  que  log. 
«  =  i ,  on  pourra  par  les  mêmes  formules  déterminer 
aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  du  mo- 
dule c  ;  car  en  faisant  log.  û  =  i,   on   aura 

=r  (^a_x_i  (V/a^.I)._(.l(^_1)3_etc) 


C 

ou  bien 


c=rO-^+-:o--r)a+iO-^)+ct.c) 

tA  Va  V* 

I!  est  clair  que  les  deux  sénés  que  nous  venons  de 
donner  pour  l'expression  de  log.  z  ,  seront  nécessai- 
rement convergentes  aussitôt  qu'on  aura  extrait  de  x 

r 

une   racine  r  ,  telle  que   l/z t  sera  une  fraction 

moindre   que  l'unité  ;    car  alors  i ~ — sera  une 

fraction  plus  petite  encore  ,  puisque 
t _yA  —  i. 

E  2 
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Ainsi ,  puisque  dans  la  première  série  les  termes 
sont  alternatifs  ,  le  second  et  le  troisième  ,   le  qua- 
trième et  le^  cinquième  ,  etc.  formeront  des  sommes 
négatives  ;  de  sorte  que  la  première  sétie  donnera 

Au  contraire  la  seconde  série  ayant  tous  ses  termes 
positifs  donnera 

Ainsi*  on  a  tout  de  suite  deux  limites  pour  la  valeur 
de  log  z  ,  qu'on  peut  ressérer  autant  que  Ton  veut 

en  prenant  r  toujours  plus  grand. 

r 
On  aura  par  la   même  .raison  ,  si  tfa  <  2  , 

c<r(|/a-i)>r(i-7i_). 


|A 


Puisque  1  — =_r .  > 

r  r 


il  est  visible  que  la  différence  entre  les  deux  li- 
mites de  log.  z  sera 

7(|/«-')X(ï~2-) 

ainsi  en  prenant  Tune  ou  l'autre  des  deux  expressions 
précédentes  de  log. -i  ,  on  est  assuré  que  Terreur  en 
excès  ou  en  défaut  est  nécessairement  moindre  que 
eette  même  quantité. 

Ainsi  on  sera  sûr  d'avoir  par  ces  expressions  les 


f  45  \ 

logarithmes  exacts  jusqu'à  s  chifres ,  en  prenant  la 

r 

racine  ^fz  ,  tel  qu'il  y  ait  après  la  virgule   s  zéros 
avant  les  chifrej  significatifs. 

En  général  ,   puisque  Terreur  va  en  diminuant  à 

mesure  que  Ton  prend  l'exposant  r  de  la  racine  plus 

grand  ,    on    peut  dire    quelle   deviendra   nulle   ou 

comme  mille  ,  si  on  prend  r  infiniment  grand  $   de 

'  sorte  qu'on  pourra  regarder  alors  l'une  et  l'autre  des 

deux  formules  —  \  i/2  —  1  )  et—  (  1  —  —  \ 

v*      ■ 

comme  l'expression  exacte  de  log.  2. 

On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  rentrent 
dans  la  classe  des  puissances  ,  et  forment  le  premier 
terme* de  la  série  des  puissances  dont  les  exposans 
croissent  ou  décroissent  depuis  zéro,  ou  le  dernier 
terme  des  racines  dont  les  degrés  vont  en  augmen- 
tant à  l'infini. 

C'est  aussi  sous  ce  rapport  qu'on  peut  dire  qu'à 
un  nombre  donné  il  repond  toujours  une  infinité 
de  logarithmes  ,  puisque  sa  racine  infiniticme  a  né- 
cessairement une  infinité  de  valeurs  différentes. 

La  meilleure  manière  d'employer  la  formule  pré- 
cédente est  de  prendre  pour  r  une  puissance  de  2  , 
puisqu'on  n'aura  alors  que  des  extractions  de  racines 
carrées  à  faire.  C'est  ainsi  que  Brigs  a  calculé  les 
premiers  logarithmes.  Il  avait  remarqué  qu'en  faisant 
des  extractions  successives  de  racines  carrées  d'un 
nombre  quelconque  ,  si  on  s'arrête  dans  une  de  ces 
extractions  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  y 
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aura  de  tirs  à  la  suite  de  l'unité  lorsqu'il  n'y  »  plut 
que  l'unité  avant  la  virgule  ,  la  partie  décimale  de 
cette  racine  se  trouve  exactement  la  moitié  de  celle 
de  la  racine  précédente ,  en  sorte  que  ces  partiel 
décimales  ont  emr'elles  le  même  rapport  que  les  lo- 
garithmes des  racines  mêmes  ;  c'est  ce  qui  résulte 
évidemment  de  la  lormule  précédente. 

Ainsi  en  prenant  r  =  a#*  ,  on  trouve  pour  a  =  10 

r 

|/«  =:  i  %   ooooo  ooooo  ooooo  00199  7 174* 
o8i«5  50SS7.. 

-  =    o ,  ooooo  ooooo  ooooo  00086  736i7 

r 

S7988  40354. 

De  sorte  que  Ton  aura 

1         1  1       867361 73798840354 

c        r  *  r  1  997  1 7420b  r*!>:>o5g7 

=  o%  43499   44819    o3«5i 

C'est  de  ce  nombre  qu'on  a  tiré  celui  qu'on  a 
donné  ci-dessus  pour  la  valeur  de  c. 

Si  maintenant  on  veut  avoir  par  exemple  le  loga- 
rithme de  3  ,  on  fera  2  =  3,  et  employant  de  même 
60  extractions  de  racines  carrées  ,  on  trouvera  les 
nornbres  suivans  : 

r 
t/**  =  1  ,  ooooo    ooooo    ooooo    ooog5    18949 

64074    5893t... 
ft  de  la 
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r 
loi  z.  =     Vrz~l   —     95g894^4Q745893g.. 
r  1097  i74«oî5i255o527 . . . 

l/a —  1 

3=0,  4771*    it547    19663.... 

Cette  méthode  est,  comme  Ton  voit,  très- labo- 
rieuse par  le  grand  nombre  d'extractions  de  racines 
qu'elle  demande  pour  avoir  an  résultat  en  plusieurs 
décimales  ;  mais  les  séries  que  nous  avons  données 
ci-dessus,  serrent  à  ta  simplifier  et  à  la  compléter; 
car  quelque  soit  le  nombre  2  ,  il  suffira  d'en  extraira 
quelques  racines  carrées  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne 

r 
à   un    nombre  \fz  qui  n'ait   que   l'unité   avant  la 

r 
virgule  ;    alors   les   puissances    de  ^/a  — •  r  seront 

des  fractions  d'autant  plus  petites  qu'elles  seront  plu* 

hautes  ;  par  conséquent  il  suffira  toujours  de  prendre 

un  certain  nombre  de  termes  de  la  série  pour  avoir  les 

logarithmes  exacts  jusqu'à*  tel   ordre  de   décimale! 

qu'on  voudra. 

Les  logarithmes  qui  ont  r  unité  pour  module  ,  sont 
ceux  qui  se  nomment  logarithmes  naturels ,  ou  hyper- 
boliques ,  parce  qu'ils  représentent  Taire  de  l'hy- 
perbole équilatèie,  rapportée  aux  abscisses  prises  dan» 
un  des  attimptotes  ,  et  que  Neper  a  le  premier  cal- 
culés. Leur  base  est  le  nombre  e  ,  et  pour  les  distin- 
guer des  auues ,  nous  les  désignerons  simplement  par 
ta  caractéristique  /. 

Ainsi  ix  aura  pour  fonction  dérivée  —  et  la  for- 
•  mule  générale  *  =  a'#r#*  deviendra  pour  ces  loga- 
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îithmes  x  =  t  **  ;  de  sorte  qu'on  aufa  en  général 
a log.x—  e  Ix  ;  et  comme  on  a  trouvé  plus  haut  a  =  ^  t 
on  aura  ecloB*xz=zt  **.  et  par  conséquent/  a:=zc  log.  x. 
D'où  Ton  voit  que  les  logarithmes  d'un  même  nom- 
bre dans  dlfTérens  systèmes  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  modules.. 

Au  reste  l'équation  a—tc  donne  c  =  1.  a  ;  d'où  il 
s'ensuit  que  le  module  c  du  système  logarithmique 
dont  la  base  est  a  ,  n'est  autre  chose  que  le  logarithme 
naturel  de  la  même  base.  Ainsi  on  pourra  parla  suite 
substituer  l'expression  /.  a  à  la  place  de  c  dans  les 
fonctions  dérivées  de  a*  et  de  log.  x. 

'  De  cette  manière  on  aura  a*  La  pour  la  dérivée  de 

i 
d*  ,  et  jj^Z  pour  la'  dérivée  de  log.  x. 

Dans  le  système  des  logarithmes  des  tables  usuelles , 
la  base  a  estsupposée  égale  à  io  ;  ainsi  le  module  de  ce 
système  sera  /.  10,  dont  la  valeur  est  1,302585092994.. 

Avant  de  terminer  cette  Leçon  ,  je  ne  puis  m'em- 
pêcher  d'indiquer  un  usage  très-simple  de  la  formule, 

pour  trouver  le  développement  d'une  puissance 
quelconque  d'une  quantité  composée  d'autant  de 
termes  que  Ton  voudra. 

En  effet  si  à  la  place  de  ton  met  /  [p  ■+-  q-{-  r  +  etc)y 
onwzei(p  +  q+r+etc)==i+i(p  +  q+r+ttc,-h 
t(p  +  q  +  r  +  etc  Y  +  £j(M-f  +  r-hetc )S  +  etc. 

Ainsi 
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Ainsi  le   terme  multiplié  par  im  sera 

\     i.  a.  3... .  m    ) 
d'un  antre  côté  on  a 


a 
a 


X(t+t-,  +  l^l+îl£.+  etc5) 


X(t+  ir  +  LL.  +  '-^-+ctc;) 

a  a  ,j 


Donc  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement 
de  ces  difFérens  produits  multipliés  par  i.*.3.#.  m 
sera  la  valeur  de  (  p  +  q  +  r  -f-  ttc  ,  )"• 

#Or  il  est  visible  que  ce  coefficient  se  trouvera  com- 
posé d'autant  de  termes   de  la  forme 


*„**  S 


P     * 


qu'on  peut  donner  de  valeurs  différentes  U,  /*,  f, 
de  sorte  que  Ton  ait 

y  +  p  -H  r  -H  etc  ;  .=  m  , 

en  prenant  pour  A,ft,  p  etc,   zéro  un  des  nombres 
entiers  positifs. 

Leçon j  Tome   X.  F 


(  So  ) 

Ainsi  la  puissance  {p-t-q  +•*+  etc.  )•  sera  compo* 
lée  d'autant  de  terme»  de  la  forme 

1.9.3.4. .  ..mp     f     f     ... 
■  i 

i.«.3...  a  X  i.«.3..^X1-*'3..r  X-  •• 

ce  qui  «'accorde  avec  ce  que  donne  la  théorie  dei 
combinaison!. 


i 
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LEÇON     CINQUIÈME. 

Fondions  dérivées  des  sinus  et  cosinus  (f  angles ,  et  des 
angles  par  les  sinus  et  cosinus.  Développement  de  ces 
quantités  en  séries. 

Les  angles  n'entrent  dans  l'analise  qne  par  le 
moyen  de  leurs  sinus  et  cosinus  qu'on  dénote  par 
les  mots  sin  et  c os  placés  comme  caractéristiques  avant 
les  angles.  On  a  ainsi  les  fonctions  angulaires  sin  & 
et  cos  x,  dont  la  propriété  générale  tirée  de  la  na- 
ture du  cercle  est  qu'en  prenant  deux  angles  quel- 
conques x  et  y  ,   on  a 

sin(x  -f.  y  )  =  sin  x  cos  y  +  cos  x  sin  y 
cos  (x  +  y  )  s  cas  x  eês y  —  sin  x  sin  y. 

Cela  posé  pour  avoir  les  fonctions  dérivées  de 
itnx  et  cos  x  ,  il  n'y  aura  qu'a  mettre  x  -f-  /  à  la  place 
de  x  et  développer  ensuite  les  fonctions 

sin  (  x  +  i  )  et  cos  (  x  +  i  )  , 

suivant  les  puissances  de  i,les  coefficient  de  î;  dans 
ces  développemsns  seront  les  dérivées  cherchées. 
Or  par  les  formules  précédentes  on   a 

sin  (  x  «+• 1)  =a  sin  x  cos  i  +  cos  x  rmi\ 
cos  (x  -f-  i )  s=  cos  x  cos  i  —  sin  x  sin  t. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  développer  en  série  les  quan- 
tités sin  i  tt  cos  L 

J'observe  que  quelle  que  puisse  être  la  sétîe  du  dé- 
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veloppemeot  de  sin  *  ,  elle  ne  saurait  être  que  de  la 
forme 

Ai  +  Bi*  +  etc  ; 

car  premièrement  le  sinus  devant  être  nul  lorsque 
l'angle  est  nul  et  ne  pouvant  avoir ,  par  sa  nature  , 
qu'une  valeur  unique  pour  chaque  angle  ,  il  s'ensuit 
que  son  expression  développée  ne  peut  contenir 
que  des  termes  multipliés  par  des  puissances  po- 
sitives et  entières  de  t.  En  second  Jieu,  il  est  visi- 
ble que  les  coéfficiens  A ,  B  ,  etc.  ne  peuvent  être  que 
numériques  ,  puisque  dans  l'expression  sin  i  il  n'entre 
que  la  seule  quantité  indéterminée  i. 

Faisant  donc 

sin  i  =  A  i  +  B  i2  +  etc  % 


on  aura 


cos  i  =  1/  (  i  —  siri  i*  )  = 


x  —  -  sin  i1  +  etc,  =  i  —  —  i  a+  etc  ; 


Donc  substituant  ces  valeurs  et  ordonnant  suivant 
les  puissances  de  s ,  on  anra 

lin  (  x  +  s  )  =iin  k  +  i  A  cos  x 

. .  +  i2  (B  tos  x 7  sin  s)  +  etc. 

*  Cos'{  x  +  î)  =  cos.  x  —  î  A  sin  x 

—  i*  (  B  sinx  +  é?  ces  x)  -f.  etd. 

Donc  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  multipliés 
par  s ,  on  tu  conclura  que  la  fonction   dérivée  de 
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sin  x  est  A  cos  x  ,  et  que  la  fonction  denrée  de  cos  x 
est  — A  sin  x. 

Le  coefficient  A  est  une  constante  encore  inconnue , 
mais  que  nous  déterminerons  ci-après  par  la  nature 
du  cercle. 

Connaissant  ces  premières  fonctions  dérivées  ,  on 
pourra  de  la  même  manière  trouver  toutes  les  sui- 
vantes. Ainsi  la  première  dérivée  de  sin*  étant  A 
cos  x  ,  la  dérivée  de  celle-ci  sera  —  4*  sin  x  ,  et  la 
troisième  dérivée  sera  —  A3  cos  x  et  ainsi  de  suite. 

Donc  en  général  si  fx  =  sin  x  on  aura 

ffx  =  AcosxJ"x 
cz  —  A*  sin  x  ,/'"  x  =  —  A*  cos  x  etc. 

Et  faisant  ces  substitutions  dans  la  -série  du  déve- 
loppement de  /  (  x  +  i '}  ,  on  aura 

.  %                      M.                AH* 
un  (  x  4-  s  )  =  sin  x  4-  A  i  cos  x sinx 

z 

A*U  .  A4  î-f 

~  — «*  +  — W  +  ctc. 

On  aura  de  mime. . 

fx=:cosx,J9  x  =*—  A  sinx  ,f  x?=—A*  cos  x 
f"'x—A'sinx,f'"x  =  A*  cos  x  etc. 


Et  ces  substitutions  donneront 
cos  [x  +  i)  =3:  cos  x— A  ï  sin  x  ■ 


A*  p 


cosx 
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Si  donc  on  prend  l'angle  i  moindre  qu'un  droit 
et  assez  petit  pour  que  A  i  soit  moindre  que  l'unité  f 
on  aura  nécessairement 


i°.  £*s<iliet> 


—q-^par  con^q«nt 
Ai>* etif> — J. 

il*  iS 

«°.  Sin  i  >  4  s —  et  <i  ,  par   conséquent 

m  •         A    t       ^  .  A        A    I  M    ^        t    A    l 

At  —  T7T-<l>*tÀm~r-3<1*0uA<l+TTr. 

Comme  ces  conditions  doivent  avoir  lieu  quelque 

petit  que  soit  t,  il  resuite  de  la  première  que  A  ne  peut 

*  i 

pas  être  moindre  que  i  ;car  si  A  <i  ,  on  aura  — >  i; 

A 

or  la  condition  A  >  — -i donne  —  <  l/"  (  i-t-i*); 

V/(i+i2)  A      KV 

donc  quelque  peu  que—  surpassât  l'unité,  il  serait  tou- 
il 

jours  posssible  de  prendrei  tel  que  f/^(i+  ia)fût<-—  t 

A, 


tandis  que  cette   quantité  doit  toujours  être  > -7 

Il  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition  que  A 
ne  peut  pas  être  plus  grand  que  l'unité  ;  car  quelque 
peu  que  A  surpassât  l'ugité  ,  il  serait  toujours  pos- 
sible de  prendre  i  assez  petit  pour  que  Ton  eut 
A3  i2 


1  + 


a  .3 


<  A%  tandis  qu'on  doit  avoir  toujours 
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r     2.  3     *^ 

Donc  puisque  la  valeur  de  A  ne  peut  e*tre  m  moio* 
dre ,  ni  plus  grande  que  l'unité  ,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  nécessairement  A  =  i.     , 

Donc  la  fonction  dérivée  de  sin  x  est  simplement  cos  m 
et  la  fonction  dérivée  de  cos  x  est —sin  x^x  désignant  un 
angle  quelconque  c'est- à  dire  un  arc  dans  Je  cercle 
donc  le  rayon  est  l'unité. 

Ainsi  on  aura  en  général  pour  un  angle  quelconque  /,' 


i3 
Sini=î— h 


2.3.4.5 


etc. 


COS  t=  l r  -f ; — .  +  ctci 

2  -a  .  a  .  4         a.3.  4.  i.  • 

formules  connues  et  dont    la  découverte  est  due  à 
Newton* 

Nous  venons  de  considérer  les  sinus  et  les  cosinus 
comme  fonctions  des  angles.  On  peut  réciproque- 
ment considérer  les  angles  comme  fonctions  de  leurs 
sinus  ou  cosinus,  et  en  chercher  les  fonctions  déri- 
vées. On  désigne  communément  ces  fonctions  par  les 
mots  ang.  sin.  ou  ang.  cos.  placés' avant  le  sinus  ou 
cosinus,  comme  caractéristiques.  . 

Soij/x  =  ang.  sin.  x,  on  aura  sin  (/*)  =  x,  met- 

|2 

tant  x-J- t  pour  x,  et  supposant  i/'x  +  —/"  x  +  Çtc,=» 
*  on  aura  sin  (/x  +  *  )  =  *  +  h  savoir  sin  (  fx  )  cos  <* 
+  cos(/x)  sin  »  =  x-|-i,  Or  sin  (/x  )  =»x  ,  et  coi 
Leçon*.  Tome  X.  G 
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(/x)  —  i/(i— ,«,,  (/X)«)  =1/(1  —  *')î  de 
plusjiri*  =  * — —   +  etc;  et  10;  «  sx  i h  ctc, 

parles  formules  trouvées  plus  haut;  donc  faisant  ces 
substitutions  et  restituant  la  valeur  de  «*  ,  on  aura  en 
otdonnnant  les  tenues  par  rapport  à  i  ,  l'équation 
identique 

+  l[\f  {l—**)   f"  *  —  */'**)  +  CtC 


*  Laquelle    donne  par  la  comparaison  de  s  premiers 
termes  affectés  de  i  i  =^/(i  — x  2  )/'x;  d'où  Ton  tire 

La  comparaison  des  autres  termet  donnera  les  valeurs 

&$  f"  x  *  /'"  *  ctc  î  ma'5  *'  csl  P*us  8»nlp'c  de  les  dé- 
duire immédiatement  de  celle  de/^x. 

Soit  maintenant /*  =  a*£.  cos.  ar,  on  a,uca,«  =  m 
(/«*)•  mettant  x  -\-  i  pour  x  ct/ar  -f  •  pour/x., 
qn  aura  *:-»-«  =  w  (/*  +  «)  =  cosfxcûs  *  —  jus, 
/-«un  *  ;  or  cos  [fx.  )  =  x  et  jin  (/x  J  =3  ^/  (  i  —m 
(/y,)9.  ),=  l/(  i—rf)}  faisant  ces,  substitutions  ,  e$ 
menant  pour    jt8».er  ^j  «  leurs  valeurs    en  sçrie* 


—  etc  ,  et  i 

2.3 


4"  ctc  *    on  aura  'i   aptes 

s 


avoir  restitué   la  valeur  de  »,  et  ordonné  les  termes 
suivant  l'es  puissances  de  i,  cette  équation  identique 


ÎO 


+  i==«.T/yr(i— .«»j/'». 


s»  +*  = 
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-?-(i'(«-*,).r  *-*-*/•  *■)-*- 


etc  * 


Et  la  comparaison  des  cjeux  premiers  termes   af- 
fectés de  i  donnera  i  =: —  1^(1  —  x7)f'x  ,  d'où  l'on 

tire  /  x  =  —    

Donc,  puisque  x  étanile  sinus  d'un  angle,  j/^c — x2.) 
en  est  Je  cosinus  ,  et  *  étant  le  cosinut  ,  V/(i — &*  ) 
en  est  le  sinus  ;  il  résulte  de  ce  que  nous  veno;., 
de  trouver  que  la  fonction  dérivée  d'un  avglt  txp  i- 
mi  par  son  sinus  est  égale  à  invité  divisée  par  le  •  «m/- 
nus  ,  et  que  la  fonction  dérivée  d'un  angle  exp  imé 
par  son  cosinus  est  égale  à  l'unité  diuisee  par  le  sinus  3 
et  piise  avec  le  signe  moins. 
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LEÇON      SIXIÈME. 

Tondions  dérivées  des  quantités  composées  de  différente^ 
fonctions  d\ne  même  variable  ,  ou  dépendantes  de  ces 
fonctions  par  des  équations  données. 

Les  fonctions  que  nous  venons  de  considérer  dans 
les  trois  dernières  leçons  sont  comme  tesélémens  dont 
Se  composent  toutes  les  fonctions  qu'on  peut  former 
par  des  opérations  algébriques  ;  c'est  pourquoi  nous 
avons  cru  devoir  commencer  par  chercher  les  fonc- 
tions dérivées  de  ces  fonctions  simples  ;  et  nous  al- 
lons voir  maintenant  comment  on  peut  trouver  les 
fonctions  dérivées  ,  des  fonctions  composées  de  cel- 
les-ci d'une  manière  quelconque. 

Nous  supposerons  en  général  que  p*q>r  etcy  soîenl 
des  fonctions  quelconques  d'une  même  variable  dont 
les  fonctions  dérivées  p' ,  q'  ,  r'  etc  ,  soient  connues  * 
et  que  y  soit  une  fonction  composée  depyq  >  r  etc  y 
dont  on  demande  la  fonction  dérivée  /. 

On  considérera  que  x  devenant  x  -f»  i,  y  deviendra 
en  général 

f  +  ij'  +  -./'  +  clc- 


°r^)?i  t  etc  deviennent  en   même  tems 

p  +  ip'  +  etc  ,  ?-f  iq'  -fctc,r-f-i  r'+etc  ; 
il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  i'e** 
presion  de>,   développer  les  teimes  suivant  les  puis- 
sances de  t ,  et  le  coefficient  de  i  sera  la  valeur  cher- 
chée Aty'é 


(  «i  ) 
Ainsi ,  sijp=i4/>-+-ZJf4-Cr-Hc4c;j<,B,  Cf 

etc.  étant  des  coéf&ciens  quelconques  t  on  aura  sur- 
le-champ  j'  =  A  p'  -h  B  q'  +  C  r'  +  e<c. 

Sij^=  A p 5,  la  quantité/? q  deviendra 

(P  +  */>'-*-  «*0  •  («'-*-•*  +  «"•  ) 
=M  '-hi(pq'+qp')  +  iici 
doncjr'=  A  (  />f  '  -h  fp'  ). 
Si^r  =  <dp  qr  j  on  trouvera  de  la  même  manière 
•r'  — -*  {qrp'  +prq'  +pq  r'  ). 

Si  y  =  — £.*  la  quantité  •£-  deviendra 

î   +  «V   +  «"• 
développant  le   dénominateur  en  séries  suivant  les 
règles  connues  ,  on  aura 

j  (/n-iy-*-«*.)(-j-  — fr -*-"<* 

tf  q  q2    J 

donc,' =  ,4  (£--pJl) 

Sony  =  Apm  q"     la  quantité    pT  qm    deviendra 
ip+ip'   +etc,)-(?+iy  +  etc,)' 

=  (  pm  +  mi  p--*p'  -f-etc  ,  )   {q*+  n  iq9-* 

y  +  «w  % 

î=  /T  /?-  +  /  (mp—  *  ?•  p'  +  n  j--i  />-  ^'  )   +  etc. 
donc 

y=zA(mq*  />•-*  i>r  +  n/T  ?  ■-'  ?' ). 
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Substituons  ensuite  x  +  tau  lieu  de  x  dans  la  fonc- 
tion q  ,  la  fonction /(/> ,  q  )  deviendra  pareillement 

f(piq)  +  iq'f  (q)  +  ctc. 

Où/f  (  q  )  représente  la  fonction  prime  àef(p ,  q ) 
prise  relativement  à  q  seul  ,  p  étant  regardée 
comme  constante. 

Quant  au  terme  ip'f  [p)  ,  il  est  visible  qu'étant 
déjà  multiplié  par  i  ,  il  se  trouverait  par  cette  nou- 
velle substitution  augmenté  de  termes  multipliés 
par  i*  ,  is   etc. 

Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  la  série  prove- 
nant du  développement  de  f[p^q)  après  la  subs- 
titution de  a:  -f-  f  pourx  dans/»  et  q  seront  simplement 

J[P>1  )+ip'f(P)  +  itT  (?) 
dé  sorte  qu'on  aura 

y =*'/'(*) +  «'/'(  *)-=/' (m) 

Si  y  était  une  fonction  de  /?,  q  ,  r  ,  représentée  par 
/(/>,  q^r  )  on  trouverait  de  la  même  manière 

S=»p'f{p)  +  q'f  (î)+'7'(0=/'(*,î.r) 
et  ainsi  de  suite 

D'où  Ton  peut  tirer  cette  conclusion  générale  , 
que  la  fonction  dérivée  d'une  fonction  composée  de  dif* 
f  éventes  fonctions  particulières  sera  la  somme  des  fonc~ 
tions  dérivées  relatives  à  chacune  de  ces  mimes  fonctions 
considérées  séparément,  et  indépendamment  l'une  de 
(autre. 

Ce 
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Ce  principe  combiné  avec  le  précédent  sutht  pour 
trouver  les  premières  fonctions  dérivées  de  toutes 
sortes  de  fonctions  ,  ainsi  que  les  fonctions  dérivées 
des  ordres  supérieurs* 

Ainsi  la  fonction  dérivée  de  pq  étant  q  p9  relati- 
vement à  p  y  et  pq'  relativement  à  qy  la  fonction 
dérivée  totale  sera  qp1  4-  p  q\  comme  nous  l'avons 
trouvé  ci-dessus. 

De  même  en  regardant  maintenant  p'  et  q'  comme 
de  nouvelles  fonctions  dont  p"  et  qu  sont  les  fonc- 
tions dérivées  ,  la  fonction  dérivée  de  q  p'  sera 
q  p'  J^  q  p"  ,  et  la  fonction  dérivée  de  p  q'  sera 
P'  Q*  "f"  P  Q"  »  ^e  sorte  que  la  seconde  fonction  dé- 
rivée de  p  q  sera  q  p"  +  *  P'  Q  +  P  i"  5.  et  ainsi  de 
suite. 

Par  les  mêmes  principes  on  a 

mq*p*—'p'  +  np~q—qr 

pour  la  fonction  dérivée  de  \>m  q*  ,  le  premier  terme 
étant  la  fonction  dérivée  relative  à  p  ,  et  le  second 
étant  la  fonction  dérivée  relative  à  q  \  et  ainsi  du 
teste. 

Si  />=  sinx  et  q^z  coi*  ,  on  a  p*  =  coi  x  et  q1  = 
—  sinx  ;  donc  lorsque  j  =  sin xm  cosx*,  on  aura 
y'sffljin^-'twx  9-r'  —  n  coi  x  ■—  '  jm  *  "+  '. 

Ainsi  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au 
sinui  divisé  par  le  firinur.,  en  la  dénotant  par  les 
mots  lang. placés  avant  l'angle  comme  caractéristique, 
et  faisant 

Leçons  Tome.  X,  H 
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fonction  dev,  p,  q  ctc  ,  p' ,  q'  etc  ,  sa  fonction  dé- 
rivée sera  la  valeur  de  /'  ;  et  ainsi  de  suite.  « 

Enfin  si  Ton  avait  deux  fonctions  y  et  u  données 
par  les  équations 

on  pourrait  par  les  mêmes  opérations  trouver  im- 
médiatement les  valeurs  de  /  et  ti'  en  fonctions  de 
j,u  ,  />,  7  etc.; 

Car  on  auroit  Sabord  les  équations  djyivéei 
,'  F'  (..)  +u'F'  (u)  +p'  F'  [p)+  ?' /'(?)  + etc,  =» 

}'f  (.0  +«'/'  («)  +  P'f  (P)  +  «'/'(*)  +etc  =  o, 
d'on  l'on  tirerait  /  et  u'  ;  et  ainsi  du  reste 

Les  règles  que  nous  venons  d'établir  suffisent  pour 
trouver  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque 
de  toute  fonction  d'une  variable  de  quelque  manière 
qu'elle  soft  donnée',  soit  explicitement  par  des  ex- 
picssions  déterminées  ,  soit  implicitement  par  des 
équations  quelconque?. 

A  Tégard  de  la  notation  que  nous  avons  employée 
pour  représenter  séparément  chaque  partie  d'une 
fonction  dérivée  ,  relative  à  chacune  des  fonctions 
particulières  qui  entrent  dans  la  fonction  primitive, 
on  voit  qu'elle  est  très-simple  et  très-commode  ,  it 
nous  nous  en  servirons  aussi  dans  la  suite. 

On  peut  même  par  cette  notation  ne  séparer  du 
reste  de  la  fonction  déiivée  que  la  partie  relative  à 
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une  variable  donnée,  Ainsi  les  fonctions  primes  de 
fondions  tic  p  ci  q  ,  ou  de  p  ,  qet  r,oueic  , peuvent 
développer  de  cette  manière 

f'(P,q)  =  f>'f(P)+ïf'(l) 
f(P,q,r)=Plf'(p)+f{q>r) 

et  ainsi  des   autres. 

Il  faut  toujours  observer  de  ne  renfermer  entre 'les 
pareryhèsse  qui  suivent  la  caractéristique/'  dus  fonc- 
tions dérivées, que  les  variables  par  rapport  aux* 
quelles  on  veut  prendre  la  fonction  dérivée. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  variable  entre  les  pa- 
renthèses comme /'  (p)  ,  cette  expression  indique 
que  la  fonction  dérivée  doit  être  prise  relativement 
à  cette  variable 'comme  si  elle  était  seule  et  unique; 
c'est  à  dire  que  /'  (p)  sera  le  coefficient  de  i  dans  le 
développement  de  la  fonction  donnée  ,  en  y  substi- 
tuant simplement  p  -f-  t  au  lieu  de  />,  qutffque  fonc- 
tion d'ailleurs  que  p  puisse   être  de  x. 

Quoiqu'il  soit  plus  simple  de  déduire  les  fonc- 
tions dérivées  des  différens  ordres  les  unes  des  au- 
tres ,  parce  que  de  cette  manière  les  mêmes  règles 
et  les  mêmes  opérations  font  trouver  toutes  le»  dé- 
rivées ,  et  que  ce  soit  même  dans  cette  dérivation 
lucessive  des  fonctions  que  consiste  l'essence  et  Pal- 
goritmc  fondamental  du  calcul  des  fonctions  dérivées^ 
il  y  a  néanmoins  des  cas  on  la  considération  immé- 
diate des  termes  successifs  de  la  série  peut  donner 
les  fonctions  dérivées  successives  d'une  même  fonc- 
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tion  d'une  manière  plus  directe  et  plus  générale  ; 
c'en  xx  qui  a  lieu  lorsque  le  développement  de  la 
fonction  en  série  peut  s'exécuter  facilement  par  le* 
formules  connues. 

En  çffet  si  Ton  t  en  général 

y  =/(*■•*••) 

p.  q  etc  ,  étant  des  fonctions  de  x ,  et  qu'on  subjtituç 
$  «4»  i  à  la  place  de  x  ,  cette  équation  deviendra 

Et  elle  devra  avoqfljéu  indépendamment  de  la 
quantité  indéterminée  ï  ;  de  sorte  que  si  Ton  peut 
développer  directement  la  fonction  qui  forme  le  se- 
cond membre  en  une  lérie  de  la  forme 

/(/>,j. ..)  +  '•!»  +  ••  <£+«sK  +  etCî 

on  aura  Air-Je-champ 

Soit  par  exemple/—  p  q  on  aura  à  réduire  en  térif 
Impression 

(/'+^'  +  Tp''  +  «c)(î  +  tV+îl^+etc), 

,  Et  il  est  facile  «le  voir  qu'on  aura 
.y'=pq'  +p'  q 


Pi 

8 


+  P'  ï  +  ^r1 


a. 

«.3 


(7'J 
s,  3  i  a 


1.3 


Et  en  général 


P*  q(m~  I]  //'$(*  —  a) 


m,  3—  m        2É  3—  joi  ~a.3„.  (m  -  *  î  ) 
p^  ^  (m— jj 


a*a.3»..(m — i) 
+  etc. 


■         a.  3.  a.  3..  (  m— 3 
l'exposant  place  entre  deux  crochets  désignant,  l'or- 
dre de  la  fonction  dérivée  ,  de.  sorte  qu'en  multi- 
pliant par  t.  3...  m,  on  aura    la  formule  générale 
/  W  =2  p  j(m)  +  mp  q  (m-*)+  »(*-Q  p»  q  (fli-a)  +etC. 


En  général  si  on  fait  y  =/>  q  r. 


on   trouvera 

ffim) 


de  la  même  manière  que  la  valeur  de  ~ 

î.  a.  j...  m 

sera  composé  d'autant  de  termes  de  la  forme 

1. 1. 3...  a  x  î-  «•  3...  ^  X  *•  *•  3...  f  X— 
qu'on  pourra  donner  de  valeurs  différentes  aux  nom* 
bres  a  ,  fty  f  etc  ,  de  manière  que  Ton  ait  a  +  ^  + , 
etc,  =  m. 

Supposons/?  =««*,  fl  =  ***,  rat*  "etc ,  la 
quantité  e  étant  toujours  telle  que  /.  e  =  î ,  on  aura 
/  =  e(*-r*fr+  «+«*)*,  et  la  fonction  dérivée  de  Tor- 
dre m ,  c'est-à-dire .T  (•)  icra  (  a  -+•  &  +  c  +  etc  )"  ^-. 

On  aura  de  même  , 

^W  =  sYfW=^J,  fWssc'r  etc. 

Donc  puijqtie.r  =  />  0  r...  il  s'ensuttque  la  quantité 
(  a \+  b  +  c  +  etc)» 
î.  a.  3...  m 
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Substituons  ensuite  x  +  j  au  lieu  de  x  dans  la  fonc- 
tion q  ,  la  fonction /(/> ,  q  )  deviendra  pareillement 

/(***> +  **T(f)  +  c'c- 

Où/f  (  q  )  représente  la  fonction  prime  de/(/> ,  q  ) 
prise  relativement  à  q  seul  ,  p  étant  regardée 
comme  constante. 

Quant  au  terme  ip'f  (p)  ,  il  est  visible  qu'étant 
déjà  multiplié  par  i  ,  il  se  trouverait  par  cette  nou- 
velle substitution  augmenté  de  termes  multipliés 
par  i*  ,  ts   etc. 

Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  la  série  prove- 
nant du  développement  de  f[p*q)  après  la  subs- 
titution de  a:  +  tpourx  dans/»  et  4  seront  simplement 

flP*l)+iP'f(P)+iïf'(9) 
de  sorte  qu'on  aura 

y  =  *7'(*)  +  «7'(«)W'(M) 

Si  y  était  une  fonction  de  />,  q  ,  r  ,  représentée  par 
f{p^q^r)  on  trouverait  de  la  même  manière 

y=>P'f(p)  +  9'f  (*)  +  '7'(0=/'(*,î,r) 
et  ainsi  de  suite 

D'où  Von  peut  tirer  cette  conclusion  générale  , 
que  la  fonction  dérivée  (Tune  fonction  cempoiée  de  dif* 
férentes  fonctions  particulières  sera  ta  somme  des  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  chacune  de  ces  mêmes  fonctions 
considérées  séparément,  et  indépendamment  l'une  de 
foutre. 

Ce 
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Ce  principe  combiné  avec  le  précédent  suffit  pour 
trouver    les   premières  fonctions  dérivées  de  toutes 
sortes  de  fonctions  ,  ainsi  que  les  fonctions  dérivées 
àtt  ordres  supérieurs. 

Ainsi  la  fonction  dérivée  de  pq  étant  q  p1  relati- 
vement à  p  ,  et  pq1  relativement  à  qy  la  fonction 
dérivée  totale  sera  q  p1  4-  p  q\  comme  nous  l'avons 
trouvé  ci-dessus. 

De  mêmç  en  regardant  maintenant  p1  et  qr  comme 
de  nouvelles  fonctions  dont  p"  et  qn  sont  les  fonc- 
tions dérivées  ,  la  fonction  dérivée  de  q  //  sera 
q' p1  J^  qp"  ,  et  la  fonction  dérivée  de  p  q'  sera 
p'  q'  +  p  q"  î  de  sorte  que  la  seconde  fonction  dé- 
rivée de  p  q  sera  }  p"  +  *  P'  <l'  +  P  q"  î.  et  ainsi  de 
suite. 

Par  les  mêmes  principes  on  a 

mq*p—"p'  +  np~q—qr 

pour  la  fonction  dérivée  de  pm  q9  ,  le  premier  terme 
étant  la  fonction  dérivée  relative  à  p  ,  et  le  second 
étant  la  fonction  dérivée  relative  à  q  \  et  ainsi  du 
teste. 

Si  p  =  sinx  et  q^zcosx  ,  on  a  p'  =  coi  x  et  q1  = 
—   sinx  ;  donc    lorsque  y  =  sinxm   cosx*  ,  on    aura 

y'  =5  m  sin  ^-'^jx't'  —  n  cos  x  *  —  '  sin  x  m  +  ' . 

Ainsi  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au 
sinus  divisé  par  le  cosinus  ,%_  en  la  dénotant  par  les 
mots  tang.  placés  avant  l'angle  commc.caractcriitique, 
et  faisant 

Leçons  Tome.  X,  H 
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y  te  tang.  x  ~± 


stn  g 
€04  ae 


on  au* 


^    5*n  a:'  T 

«*    "T-     '       COi  X*  ces  #*" 

fct  en  général ,  si  y  =  /an;.  /> ,  on  trouvera 

•«-^ 

cos  p2 

Mais  la  fonction  y  pourrait  n'être-  donnée  que  par 
lue  équation  entre  x  et  y. 

Représentons  en  général  cette  équation  par  F  (y,  x) 
x=o,il  est  clair  que  si.  on  regarde;*  comme  une 
fonction  de*  déterminée  par  cette  équation,  et  qu'on 
imagine  cette  fonction  substituée  au  lieu  dty  dans 
F  (  y  ,  x  ) ,  il  en  résultera  une  fonction  de  x  qui  sera 
identiquement  nulle ,  quelle  que  toit  la  valeur  de  é, 
et  par  conséquent  aussi  en  mettrai  x  +  i i  à  la  plaça 
de  x  quelle  que  sojt  la  valeur  de  i. 

Dénotons,  cette  fonctioa  par  z  ,  et  comme   x  de- 
venant  x  +  /,2  devient  z  +  * zr  +  T  *"  +  ctc  » 
•n  aura  quelle  que  soit  la  valeur  de  i  l'équation 

z  +  h'  H 2"  +  etc  ,  ;=?  0  ; 

d'où  Ton  tue  les.  équations 

Maintenant  z  étant  =  f  (jk  ,  a;  ) ,  on  aura  par  les 
formules  ci-dessus  z'.  5=/  F '  (y  )  +  F'  (  x  ) ,  en  dé- 
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cotant  par  Ff  (y)  la  fonction  prime'  de  F  (j,x) 
prûe  relativement  à?   seul  et  par  Fr  (x)  la  fonction 
prime  de  F  (y  ,  x  )  prise  relativement  à  x ,  et  faisane 
*'=  i  ,  puhque  x  devient  simplement  x  +  î. 

r 

Ainsi  l'équation  dérivée.  î'sO  sera  /.  f  (7  )  + 
J"  (  x)  zst  0  ,  d'où  l'on  tire 

>-       F' {y) 

On  aura  dé  cette  manière  la  valeur  de/  en  fonc- 
tion det%et/  ;  delà  en  regardant  toujours/  comme 
l'onction  de  x  ,  on  pourra  déduire  la  valeur  de  y"  en 
fonction  de  x  et  y.  Car  en  supposant  pour  abréger 
/  ^/(;  ,  x  )  la  fonction  dérivée  de  j  [y  yx)  sera 
de  la  forme  /  /'  (>)  +  f  '  (x  )  ?  donc  substituant 
pour  / sa  valeur ,  ou  aura  y" &  f(y**)X  /'  fy  ) 
«4-y #  (*  )  f  et  ainsi  de  suite 

On  trouverait  les  mêmes  valeurs  àty%\y9n  tfc,  pal 
les  équations  z"^^  int  =  0  etc. 

Si  Ton  avait  plus  généralement  l'équation 

F  (j  *p*q...)  s=*o% 
pn  trouverait  de  la  même  manière  f  équation  dé- 
jivée, 

4'ou  Ton  tire 

&  tçgwdant  de  no«ycw»  la  taleur  de/  comme  ont 

H' 
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fonction  dcjy,  p,  getc,/>',  q'  etc ,  sa  fonction  dé- 
rivée sera  la  valeur  de  /'  ;  et  ainsi   de  suite.  < 

Enfin  si  Ton  avait  deux  fonctions  y  et  u  données 
par  les  équations 

m  m 

F[yiU,p,q...)=zo\f(y%u>p,q...)=zO% 

on  pourrait  par  les  mêmes  opérations  trouver  im- 
médiatement les  valeurs  de  /  et  a'  en  fonctions  de 
j-,u  ,/>,  q  etc.; 

Car  on  auroit  «Uabord  les  équations  dyivée* 
)'  F'  (;)  +  *'  F'  (u)  +p'  F'  {p)  +  q'F'(q)  +  etc,  =* 

d'où  Ton  tirerait  y   et  u  ;  et  ainsi  dû  reste. 

Les  règles  que  nous  venons  d'établir  suffisent  pour 
trouver  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque 
de  toute  fonction  d'une  variable  de  quelque  manière 
qu'elle  sort  donnée',  soit  explicitement  par  des  ex- 
pressions déterminées  ,  soit  implicitement  par  des 
équations  quelconque*. 

A  Tégard  de  la  notation  que  nous  avons  employée 
pour  représenter  séparément  chaque  partie  d'une 
fonction  dérivée  j  relative  à  chacune  des  fonctions 
particulières  qui  entrent  dans  la  fonction  primitive, 
on  voit  qu'elle  est  très-simple  et  très-commode  ,  & 
nous  nous  en  servirons  aussi  dans  la  suite. 

On  peut  même  par  cette  notation  ne  séparer  du 
reste  de  la  fonction  dérivée  que  la  partie  relative  à 
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ane  variable  donnée.  Ain»i  les  fonctions  primes  de 
fonctions  de  p  et  q  ,  ou  de  p ,  4  et  r,  ou  etc  , peuvent 
développer  de  cette  manière 

/•(*,*)=///'(/>)  +  *'/'{*) 

f(p,q,r)=p'f{p)+f{tl,r) 
=P'f'{p)  +  ïf'(q)+r'J'(r) 
et  ainsi  dei   autres. 

Il  faut  toujours  observer  de  ne  renfermer  entre 'les 
parertthèsse  qui  suivent  la  caractéristique/' des  fonc- 
tions dérivées, que  les  variables  par  rapport  aux- 
quelles on  veut  prendre  la  fonction  dérivée. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  variable  entrç  les  pa- 
renthèses comme /'  (p)  ,  cette  expression  indique 
que  la  fonction  dérivée  doit  être  prise  relativement 
a  cette  variable  «comme  si  elle  était  seule  et  unique; 
c'est-à-dire  que  f  (p)  sera  le  coefficient  de  t  dans  le 
développement  de  la  fonction  donnée  ,  en  y  substi- 
tuant simplement  p  -j-  t  au  lieu  de  p,  qutffque  fonc- 
tion d'ailleurs  que  p  puisse   être  de  x. 

Quoiqu'il  soit  plus  simple  de  déduire  les  fonc- 
tions dérivées  des  différées  ordres  les  unes  des  au- 
tres ,  parce  que  de  cette  manière  les  mêmes  règles 
et  les  mêmes  opérations  font  trouver  toutes  le»  dé- 
rivées ,  et  que  ce  soit  même  dans  cette  dérivation 
suce S3Î ve  des  fonctions  que  consiste  l'essence  et  l'ai- 
goritme  fondamental  du  calcul  des  fonctions  dérivées^ 
il  y  a  néanmoins  des  cas  on  la  considération  immé- 
diate des  termes  successifs  de  la  série  peut  donner 
les  fonctions  dérivées  successives  d'une  même  fono 


(  7») 
pourra  se   développer  en   autant  de    termes  de  la 
iorrac 

•  i*     "   "'*  *'  '  ■■      i    i   ■  ■      >■■■■■ 

i.  2.  3...  a  X  *•  2-  3--  /*  X  »•  *•  3--  »  X  — 
qu'il  y  aura  de  manières  différentes  de   satisfaire 
à  l'équation   a  -+-  /*  -+-  >  H-  €tc  ,   =  m  ;  ce   qui  s'ac- 
corde avec  ce  qu'on  a  trouvé  d'une  autre  manière  à  la 
fin  de  la  Leçon  IVe. 

Faisons  maintenant  p  =  xm  ,   q  =  xy ,  r  =  x*   etc, 

on  aura  .7=0;  *  ""  "^"c"T"€rc,=j:-rfen  faisante  =  4+  & 
-W-hetcrDonc  prenant  les  fonctions  dérivées  de» 
ordres  m  ,  ^e,  *  etc,  on  aura 


■  W 


=  r(  c—  i  )  (r— a  )....  (c  —  y  +  i)x' 


etc 


Donc  puisque  -4 —  m  =  a  — a  -f-  £ —  ^  _|_  r f^. 

etc ,  la  quantité 

A  (A—i)  (A—*)...  (A—m  +  i) 

i.     a.     3 m 

•ê  trouvera   composée  d'autant   des  quantités  de  la 

forme 

a  (  « —  î)  {a  —  s>...(a  —  A  +  i) 

~<  su         3 a  ' 

jçt— ne*  —  *  >— .r*  — M+i  ) 

1*2        .        3.  .  *  f   •   •      fC 

c(c—  î)  (c  —  a;....  (c~,4-  t) 

1.2.      3.. J» 


X 
X 


Xctc- 


qu'il 


\v!\\  y  a  de  manières  différentes  de  Satisfait*  à 
1  équation  m  =±  x  4.  p  -f-  v  -f-  erc  ;  ce  qui  indiqua 
une  analogie  singulière  entre  le  développement  de 
la  puissance  d'un  multinome  ,  et  celui  du  produit 
continuel    du  même  degfé. 

En  effet  ayant  développé  nne  puissance  comme  (  * 
+■  b  +  *  +  ctc  «  )*  «n  **$  différens  termes,  on  aura 
tout  de  suite  le  développement  du  produit  continuel 
A[A  —  1)  (A—  «)...  {A—m  +  \),ovLAz=ia  +  b 
+  £  etc  ,  en  substituant  dans  chaque  terme  à  la  place 
des  puissances  aA%  b  ,  c  *  etc  ,  les  produits  con- 
tinuel* a  (a —  i)(/i —  2  ....  (d  —  x-f  l)  *  b  {b— :i  ) 
(  6  —  s  )....  (6  —  fA-f  1  ) ,  c  (c —  1  )  {c  —  ^  ).... 
(  c  — *  t  -f-  1  )  ,  etc.  On  trouve  une  démonstration 
directe  de  ce  théorème  pour  le  binôme  dans  l'ou- 
vrage de  Kramp  qui  vient  de  paraître  souf  le  titrer 
fAndist  des  rtfracihnu 

Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  observation 
ioaportaute  sur  la  nature  des  fonctions  dérivées. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  par  la  manière  dont 
les  fonctions  dérivées  dépendent  de  la  fonction  pri- 
mitive -,  que  ces  fonctions  sont  absolument  détermi- 
nées, de  sorte  qu'une  fonction  donnée  ncjpcut  avoir 
que  des  fonctions  dérivées  données  aussi  et  uniquet 
pour  chaque  ordre. 

Il  n'en  est  pas  de  même  dc$  fonctions  primitives 
à  l'égard  de  leurs  dérivées  ;  car  puisque  la  fonction 
dérivée  de  toute  quantité  constante  est  nulle  ,  il  s'en- 
suit que  si  une  fonction  donnée  est  primitive  à  Te- 
lecom t   Terne  X,  * 
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gard  d'une  autre  fonction  donnée  elle  le  sera  en- 
core ,  étant  augmentée  ou  diminuée  d'une  cons- 
tante quelconque.  Ainsi  une  fonction  donnée' 
peut  avoir  une  infinité  de  fonctions  primitives  à  rai- 
ion  de  la  constante  qu'on* y  peut  ajouter.  Mais  il 
ne  s'ensuit  pas  que  toutes  les  Jonctions  primitives 
dont  elle  est  susceptible  ne  puissent  différer  que  par 
une  constante  ;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Soit  une  fonction  donnée  fx ,  dont  F  x  et  f  x  soient 
également  fonctions  primitives.  On  aura  donc  par 
l'hypothèse  F'x  —fx ,  et  9'  *  =/*  ;  donc  prenant  les 
fonctions  dérivées  succesives  ,  on  aura  aussi  F"  x> 
=/'*  ,  F'"  x  =/"  x  etc  ,  et  de  même  9"  x  —f  x  , 
f"'  x  =  f"  x  etc.  Considérons  maintenant  les  fonc- 
tions JF  (  x  +/)  et  9  (x  +  *)  ,  on  a  par  le  dévelop* 

VcmentF{x  +  i)=zF x  -{-  ï F'x  +  ~  F"x+  etc,  donc 

substituant  les  valeurs  de  Frx^Fnx   etc  ,  on    aura 

F  [x  +  i)  =  Fx  +  if*+  îLfx+lLf'œ+txc. 

9  8.3 

Et  de  même 

<p{x  +  i)=fx+ifH-{-Lf'x  4-^-j/'x-t-etc, 

donc   retranchant  Tune  de  l'autre  ces  deux  équations 
on  aura 

F  (*+  i)  —  9(x  +  i)  =  Fx  —  9*. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que 
soient  x  et  f ,  et  que  le  premier  membre  est  une  fonc- 
tion de  x  +  i,  et  le  second  une  pareille  fonction  de 
* ,  il  est  visible  que  cette  fonction  ne  peut-être  qu'une 
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constante  indépendante  de  *  et  i.  On  aura  'lono  né- 
cessairement F  x  —  f  x  =  A',  À-  étant  une  constante  ♦  et 
paT  conséquent  F  x  =  f  x  -f-  /C  ;  d'où  l'on  voit  que 
si  f  xest  une  fonction  primitive  de/  x,  toute  autre 
fonction  primitive  F  x  de  la  même  fonction  fx  ne 
pourra  différer  de  t  x  que  par  une  constante. 

Il  s'ensuit  delà  que  lorsqu'on  aura  trouvé  d'une 
manière  quelconque  une  fonctroa  primitive  d'une 
fonction  donnée  ,  en  y  ajoutant'  *ohe  constante  arbi- 
traire on  aura  l'expression  générale  de  la  foncûoa 
primitive  de  la  fonction  donnée. 


i  >: 
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LEÇON      SfcPTIÈME. 

Sur  la    tnaniire   de    r apporter  Us  Jonctions   dérivées  à 
différentes  variables. 

Nous  avons  vu  comment  les  fonctions  dérivée! 
naissent. des  fonctions  primitives  par  le  simple  dé- 
veloppement lorsqu'on  atribue  à  une  variable  de  la 
fonction  un  accroissement  indéterminé. 

Ainsi  toute  foqfMon  dérivée  es*  nécessairement 
relative  à  une  variable  ,  et  une  fonction  qui  con- 
tient plusieurs  quantités  peut  avoir. différentes  fonc- 
tions dérivées  suivant  les  quantités  qu'on  y  considère 
comme  variables.  Lorsque  ces  quantités  dépendent 
les  unes  des  autres ,  il  y  a  aussi  une  relation  entre  les 
fonctions  dérivées  qui  y  sont  relatives ,  par  laquelle 
on  peut  déduire  les  fonctions  les  unes  des  autres  \ 
cette  relation  étant  un  point  important  de  la  théorie 
des  fonctions  ,  nous  allons  nous  en  occuper  daat 
cette  leçon* 

Eu  regardant  .y  comme  une  simple  fonction  de  x% 
on  sait  que  y  devient  y  +  iyr  +  T  ?"  +  ctc'  *  ^c" 


venant  x  +  i.  Si  on  suppose  que  x  soit  elle-même 
une  fonction  d'une  autre  variable  quelconque  /  ,  et 
qu'on  veuille  regarder  y  comme  fonction  del,  alors 
t  devenant  t  -\-  i ,  y    deviendra  aussi   de  la    forme 

y  +  n'  +  ^y'4-etc. 

Mais  pour  distinguer  les  fonctions  dérivées  y* 
y11  etc  ,  qui  dans  la  première  formule  se  rapportent 
ii^de  celles  de  la  sccondC(jUi  8C  rapportent  à  f  , 
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sous  désignerons  pour  un  moment  les  premières  pat 

{y')*  (/')  c*c,  de  manière  que  x  devenant  *  +  »i  y 
deviendra 

Or  x  étant  regardé  comme  fonction  de  t,  lorsque  t 
devient  f  h-  î ,  x  devient  x  -f-  tx'  4-  «3-  x"  •+•  «c;  donc 
ai  dans  la   formule  précédente   on   met  à  la  place 

de  î  l'accroissement  de    x  ,  i    x'  H x"  +  etc  f 


on  aura  également  ce  que  y  devient  lorsque  t  devient 
f-Hi.  Ainsi  on  aura  l'équation  identique  , 

^H-(*J.'-f-ilK"  +  etc)(/)+I(,x'+i%"+e.c)« 

(t")  -+-  etc  ,  =  j  -+-  o  '  +  -  /'  +  etc, 

a 

D'où  Ton  tire  par  la  comparaison  des  termes  af- 
fectés des  différentes  puissances  de  t 

*'(/)  =  /,■*"  (/)  +  *'1(y'î=r,  etc. 
La  première  équation  donne  (y'  )  —  ^  ;  la  seconde 
équation  donnera 

(y  )=.>•"-*"  (y), 

x'* 

Ct  substituant  la  valeur  précédente  de  (jr')  on  aura 

"  ...  "...' 

^     '         *'*  x'* 

La  troisième  équation  donnerait  la  valeur  de  'j"'  ) 

et  ainsi   de  suite.  Mais  j'observe  qu'on  peur  déduire 

immédiatement  la  valeur  de  {y"  )  de  celle  de   (y'  )  , 

et  successivement  celle  de  (j*"?)  de  celle  de   (y")  etc 
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par  la    loi    uniforme    qui  doit    régner    entre    ces 
fonctions    dérivées  succe»ives. 

En  effet  puisque    (_>  '  )  fonction  dérivée  de^  par 

y 

rapport  à  xtst  égal  à  ^7  ,  c'est-à-dire   à  la  fonction 

dérivée  dey  par  rapporta  t  divisée  par  celle  de  x, 
de  même  {y")  fonction  dérivée  de  (yf)  par  rapport 

y' 
à  x  sera  égale  à  la  fonction   dérivée  de  — ,  par  rap- 
port à  /,  divisé  par  .x',   et  ainsi  de  suite.   Or-  la  fonc* 

t  $i  t     >t 

.  y  y  y  x 

Uon  dérivée  de  —,  est  "— ,  —  — t—  ;  donc  on  aura  (/*) 
x  x  x  2 

y         y  & 
x=l  —r-  — -ts  i  comme  on  Ta  trouvé  par  la  seconds 

X  2  X    3  • 

équation.  Et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  substitutions  ondépouillepourainsi  dire  les 
fonctions  dérivées  de  ce  qui  dépend  de  la  variable  à 
laquelle  elles  se  rapportaient  originairement ,  et  on  les 
généralise  de  manière  qu'elles  peuvent  se  rappor- 
ter également  à  toute  autre  variable. 

Or  ce  qui  déterminait  les  fonctions  dérivées  <î"e 
y  à  se  rapporter  à  la  variable  x  ,  c'était  qu'elles  ré- 
sultaient de  l'accroissement  t  attribué  à  cette  varia- 
ble ;  au  lieu  qu'en  rapportant  ces  fonctions  à 
une  autre  variable  dont  x  est  censée  ibnciion ,  l'ac- 
croissement de  x  devient  alors  ix  -+-—x"  -h  etc  : 

2 

i  étant  l'accroissement  de  la  nouvelle  variable.  Ainsi 
comme  le  cas  pasticulier  où  l'accroissement  de  x  est 
simplement  i  ,  resuite  de  l'expression  générale  de 
l'accroissement  de  x,  en  y  faisant  x1  =s  t ,  il  s'ensuit 
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qucx'^iest  la  condition  qui  détermine  les  fonction! 

dérivées  à  se  rapportera  la  variable  x,  et  qu'en  gé- 
néral pour  les  rapporter  à  toute  autre  variable  ,  il  n'y 
aura  qu'à  supposer  égale  à  l'unité  la  fonction  prime 
de  cette   variable. 

Il  résulte  de  là  cette  conclusion    générale  que  si 

une    formule    contient    les    fonctions     dérivét»   y    , 
y  etc;  relatives  à    une  variable  x,  et  qu'on  veuille 

les  rapporter  à  une  autre   variable   quelconque  ,  il 

i  • 

faudra    changer  jr'    en    ^T,  y  en 


x 


•  ' 


*>U 


X 


ou  bien  ^--v -^—, y      l — r- r-  1 

x'3  x'  4  \  ay'4  **     / 

*  Et  ainsi  de  suite.  Si  *  est  la  nouvelle  variable 
à  laquelle  on  veut  rapporter  les  fonctions  dérivées  , 
cette  variable  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et 
y ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  /'  =  i  ,  et  par  conséquent 
in  ==  o ,  t'"  —  o  etc  ;  équations  par  lesquelles  on  dé- 
terminera les  valeurs  de  x'  ,  x''  etc  ,  Ou  de  y  , 
/'etc. 

Ce  principe  est  général  et  doit  s'appliquer  à  tou- 
tes les  fonctions  dérivées  qui  se  rapportent  à  une 
même  variable.  Il  est  d'un  grand  usage  dans  le  cal- 
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Col  <lei  fonctions  et  constitue  un  des  principes  fond** 
mentaux  de  1  algorithme  de  ce  calcul. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  on  y  étant  sup«* 
posée  fonction  de  x  ,  et  ses  'fonctions  dérivées^1  « 
y"  etc  ;  étant  rapportées  à  x ,  on  veut  au  contraire 
Mgarder  x  comme  fonction  dey^  et  rapporter  ky  let 
fonctions  dérivées  x' ,  x"  etc.  On  fera  dans  ce  cas  let 
substitutions   indiquées   ci -dessus  et  on  supposera 

jr  =  i  ,.>■"  =;  o  etc.  On  substituera  donc  — ,  à  la  place 

•  x 

X 

de  y  , pr  à  la  place  dty"  et  ainsi  des  autres* 

x  * 

Ainsi  ayant  trouvé  daos  la  Leçon  IV  ,  que  y  =2  a 
«tonne,  relativement  à  x<y*  =  a*  l  a  =â y  l  a,  on  pourra 
avoir   immédiatement  la  valeur   de  xr  relativement 

ày ,  en  substituant  simplement  —y  à  la  place  dej'i 

ce  qui  donnera  x    =3——. 
y  la 

Comme  a:  est  le  logarithme  de  y  pour  la  base  a  1 
on  a  par-là  la  fonction  dérivée  du  logarithme» 

De  même  en  supposant  y  =  sin  x  on  a  vu  dans 
la  leçon  V  que  Ton  a  ,  relativement  à  x  ,  y'  —  c os  x  \ 
donc  pour  avoir  réciproquement  la  fonction  dérivée 
xr  de  l'angle  par  le  sinus  y  %  il  n'y  aura  qu'à  substi- 
tuer   -7  à  la  place  de  y  ,  ce  qui  donnera  x1  =s  

x  cos  x 

I  , 

—— -•  Si  on  fait  y  =s  cos  ar,on  a^'=  — sm  x  ? 

V{*-y) 

donc 


(•  Si  ) 

donc  on  auta  de  la  même  manière  a:'  =x  • : — i 

sin  x 

~±  —  . — — Ces   résultats    s'accordent    avec 

ceux  qn'on  a  trouvés   dans  les,cn  Iroits  cités  d'une 
manière  dîiecte   mais  plus  lohgue. 

Enfin  ayant  vu  ,   dans  la  leçon  VI,  que  y  =  tang. 
%  donne  y'  =  — ; -,  si  on  vent  avoir  la  fonction  dé- 

COS  X2 

m 

rivée  de  Tare  par  la  tangente,  on?aura  sur  le  champ 

i  i 


i+tang.x*       1  -f-j* 

En  général  puisque  «y  ss/ang.  h  donne  y9  =— — - 

ios  p* 

on  aura   réciproquement  p'  =  y'  cos  p2  ,  p  étant  une 
fonction  quelconque  de  x. 

Si  maintenant  on  veut  regarder  p  comme  fonction 
de  y  et  rapporter  la  fonction  dérivée  p'  a  la  variable 

y ,  on  fera  y'  =  1 ,  et  Ton  aura  p'  =  cos  p1  =  — -  — . 

comme  ci-dessus. 

La  formule  x'  =  cos  x*  est  très- propre  pour  trouver 
facilement  les  fonctions  dérivées  de  x  des  ordres 
supérieurs.  En  effet  on  aura  d'abord 

u"  =±=  -*-  2  x'  sin  x  rwar=r—  x*  s  in  t  x 
=  —  sin  «  .r  (os  jp1, 
Ltqons.  Tome  X.  K 
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en  substituant  la  valeur  précédente  de  x'.  Prenant 
de  nouveau  les  fonctions  dérivées  ,  on  aura 

x'"=' —  i  x-  (cos  t  x  cos  x*  —  iin  «  x  sin  xcosx) 

=  —  2  x1  c OS  3  X  C OS  X  =   —  t  C OS   3  X  COS  X3  y 

et  continuant  de  la  même  manière  ,  on  aura 
x""  =  *.  3  xf  (sin  3  x  cm  x3  4-  cos  3  x  sin  x  cos  x*  ) 
=  t.  3  x'  sin  4  x  cos  x2  =«.3  sin  4  x  cor  x*  , 

xT  =  *.  3.  4  x'  (  tu    4   x  cm  x*  —  sin  4  x  1» 

x  cos  x3  ) 

=  «.3.4  x'  cos  5  x  c0j  x3  =  s.  3.  4  cos  5  x  coi  x5  t 

et  ainsi  de  suite. 

Ayant  ainsi  toutes  les  fonctions  dérivées  de  x  relati- 
vement à  y  c'est  à-dire  en  supposant  *  =fXi  fti  oalei 
substitue  dans  la  formule 


x-f-tV-f- 


x"  4-  etc , 


on  aura  la  valeur  de  x  répondant  à  y  -t-s. 

Ainsi  on  aura  la  valeur  de  Tare  dont  la  tangente 
sera  tang.  x  -f-  i ,  exprimé  par  la  série 

i2  cos  x2   .  1  3  cos  x3 

x  +  1  cfl* x.  cos  x  — ■  sin  1  x  •—    ■      ■■■■  ■■■ 


a  î4    fOJ    X*   . 

cor  3  x  H stn  4  x  -f 


i  5  coi    x5 


cos1  x« 


-etc 


formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  ta  gêné* 
ralité. 
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Si  on  fait  X2d,oa  aura 


are.tafig.i=i- 


«3      »5   . 

— +  — +  ctc, 


formule  connue  et  due  à  Leibnitz  ;  mais  il  n'est 
permis  de  faire  *  =  o  qu'autant  qu'on  est  assuré 
devance  de  la  forme  de  la  série. 


R  t 


(     84      1 

LEÇON     VIII. 

Pu  (ic'vtloppmfnt  des  fonctions  lorsqu'un  donne  à  !m 
variable 'une  valeur  detennînée.  Cai  dans  lesquels  /« 
régit  généiale  est  tn  d'faut.  Analise  de  ces  (as.  Des  va-* 
leurs  des  fia-tiuns  dont  le  numérateur  ei  ie  dénamina^ 

tcur  évanouissent  à  (a  fois. 

J  • 

La  théorie  des  fonctions  dérivées  est  fondée  sur  le 
développement  des  fonctions  lorsqu'on  attribue  h 
une  variable  un  accroissement  indéterminé.  Nom 
avons  démontré  dans  la  Leçon  II  que  ce  développe- 
ment ne  peut  contenir  que  des  puissances  entières 
et  positives  de  laquaniité  dont  la  variable  est.augmen- 
tée ,  tant  que  cette  variable  demeure  indéterminée  % 
et  nous  avons  ensuite  déduit  de  cette  forme  les. 
loix  de  la  dérivation  des  fonctions.  Il  est  donc  né* 
cessaire  avant  d'aller  plus  loin  d'examiner  les  cas  où. 
elle  pourrait  se  trouver  en  défaut ,  et  les  conséquen- 
ces qui  en  résulteraient  relativement  aux  fonction! 
dérivées, 

c 

Nous  avons  vu  dans  la  même  leçon  ,  que  la  série 
du  développement  de  /  (  x  +  i  )  ne  peut  contenir 
de  puissances  négatives  de  i  à  moins  que  Ton  n'ait 
/  x  =2ç  à  Tinfiti  ,  pjrçc  qu'en  supposant  1:530, 
les  termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances, 
deviendraient  infinis.  On  peut  prouver  de  la  même 
manièie  que  la  série  ne  pourra  contenir  aucun  ter* 
me  multiplié  par  loy.  /ou  par  une  puissance  posi- 
tive quelconque  de  log.  * ,  si  la  même  condition  n'a 
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Ken,  ces  sortes  de  termes  devenant  également  in- 
finis lorsque  i  =  0.  Or  cenc  condition  exige  que  la 
variable  x  ait  une  valeur  déterminée  %  qu  on  trouvera 
par  la  résolution  de  l'équation 

r  I  l 

yx=;-    ou   Tr-fl. 

o  J& 

&>îr.  donc  à  une  racine  de  l'équation  —   zzo,  de 

•i  h      .   *      '* — a)     ^    . 

manière  que  Ton  au-7"=x* »  F  x  étant  une 

Jx  ¥  x 

fonction  de  x  qui  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie, 
lorsque  x  ~  a,eiw  étant  un  nombre  positif  quel- 
conque. 

En  mettant  x  -f*  /à  la  place  de  x,  et  faisant  x  = 
*,  on  aura 

on   Ton  voit    que   la  série    du  développement  de 
/(*+*)  aur4  dans  cc  cas  des  termes  de  la  forme 
i         i 

nr,  >-*  . 

Il  en  sera  de  même  si/x  contient  une  partie  qui 
ait  pour  facteur  lt>g.  (x  — a) ,  ou  une  puissance  quel- 
conque de  ce  logarithme  ;  alors  la  série  du  déve'op- 
ment  de/(x  +  jff  contiendra  ,  lorsque  x  =  a  ,  des  ter- 
mes de  la  forme  log.  i  ou  (  log.  i)m  ,  et  en  général 
de  la  forme  im  (log.  i)n. 

Considérons  maintenant  les  cas  au  ce  développe- 
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ment  pourrait  contenir  des  puissances  positives  « 
mais  fractionnaires  de  /.  La  dcnionstrdtion  que  nous 
avons  donnée  pour  prouver  l'absence  de  ces  sortes 
de  termes  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes  aug- 
menteraient le  nombre  des  radicauxdans  le  dévelop- 
pement de  f  (x+  /  )  ,  tandis  qu'il  est  évident  que 
cette  fonction  ne  peut  contenir  que  les  mêmes  ra- 
dicaux que  la  fonction  j  x  ,  tant  que  x  est  supposé 
une  quantité  quelconque  îndétcrm'.iice.  Mais  cette 
démonstration  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  donne 
i'x  une  valeur  déterminée  telle  qu'elle  fasse  dis- 
paraître un  radical  dans /"x  :  car  alors  ce  radical  pou  ira. 
être  remplacé  par  un  radical  de  /  dans  le  dévelop- 
pement de  /"(je  4-')-  En  effet  supposons  que  11 
fonction  Jx  contienne  un   radical   qui  s'évanouisse 

m 

lorsque  x  =s  a  ,  tel  que  (  x  —  a  ) n  ,  m  et  n  étant  des 
nombres  entiers;  la  fouction/(x  -f-  i  )  contiendra  le 

m 

radical  correspondant  (x  —  a+i)n    lequel  en  taisant 

m 

x  =  «  devient/  n  ;  de  sorte  que  le  développement 
de  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  /  pourra 

m 

contenir  le  radical  i  a  et  toutes  ses  puissances  entières 
et  positives. 

Cette  conclusion  n'aurait  pas  lieu  si  la  valeur  par- 
ticulière de  x  n'annéantissait  pas  re  radical  ,  mais  le 
faisait  seulement  disparaître  en  rendant  nulle  une* 
quantité  par  laquelle  il  serait  multiplié.  Car  quoi- 
que le  radical   puisse  disparaître  de   cette  manière 
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de  la  fonction  fx  ,  il  poutr.m  ne  pas  disparaître  dam 
les  fonctions  dérivées  /"'  a:  ■  /"  *  etc  ,  qui  entrent  dans 
le  développement  de/(  s  +  /)  *  étalon  la  démon)* 
iraiion  conserverait  tome  sa  force-  Ain  i  si  un  radî- 
cil  de  la  jonction  y  x  se  trouvait  multiplié  par 
[x — a  )m  1  m  étant  un  nombre  entier  positif;  ce 
radical  y  disparaîtrait  lorsque  *  =  a  -  mais  dans  la  fonc- 
tion f[x  +  ï)m\\  seraitmuhipiié  par(  x  —  e-+-  i  )"  , 
et  dans  le  cas  de  x  =  a  ,  il  le  serait  par  im.  Donc 
dans  le  développement  de  cette  fonction  il  ne 
pourrait  paraître  alors  avant  le  terme  qui  contien- 
drait la  puissance  *";  par  conséquent  il  disparaî- 
trait   des  fonctions  dérivées  /'  x  ,  /"   etc  ;  jusqu'à 

f*m  ''x.mais  reparaîtrait  dans  les  (onctions  dé- 
rivées des  ordres  suivans  ;  de  sorte  que  le  dévelop- 
pement de/(x-W)  contiendrait  toujours  dans  ce  cas 
le  même  radical.  11  n'y  a  donc  que  le  cas  ou  le 
ndical  est  détruit  dans  la  fonction  fx  par  une  valeur 
particulière  de  x,  dans  lequel  le  développement  de 
/\  x  +  i)  doive  contenir  des  radicaux  de  *  ,  et  il  reste 
maintenant  avoir  comment  on  pourra  juglr  que  cela 
doive  avoir  lieu* 

Pour  cela  j'observe  que  les  fonctions/^  x  -f-  /  )  f 
/"(ï  +  j)  etc  sont  également  les  fonctions  dérivées 
de/(x-r-/)  soit  qu'on  les  prenne  relativement  à  Xi 
soit  qu'on  les  prenne  lelauvement  à  /,  ce  qui  est 
évident,  puisqu'en  augmentant  soit  x.  soit  i  dune 
même  quantité  quelconque  on  a  le  même  accroisse* 
ment  de  la  quantité  x  +  'VD'où  il  suit  que  Ton  aura 
également  les  valeurs  de/'x,/"x  etc  ;  quel  que  soit  3 
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tn    prenant   les    fonctions  dérivées  successives  de 
f(  x  +  *  )  relativement  à  i  ,  et  faisant  ensuite  i  =  a. 

Or  sionsuppose  que  le  développement  de /(«+*) 
doive  contenir  lorsque  x  ===  a,  un  tel  me  affecté  de  i  "* 
tel  que  i4  im ,  A  étant  une  fonction  de  4  ,  et  m  n'étant 
pas  un  nombre  entier  positif;  en  prennant  les  fonc- 
tions dérivées  relativement  à  /,  il  faudra  que  les  dé* 
veloppemens  des  fonctions/'  (x  -f-  *  ) ,  /"  (x  +/)  etc 

contiennent  les   termes  m  A  *m"""Ifin(ns  —  i) 

A  im  ~a  etc.  Donc  faisant  *  =  o ,  on  en  conclura  que  les 
fonctions/s ,/'  x  ,/"  x  etc  ;  lorsque  x  =  a  contiens 

dront  respectivement  les  termes  A  om  ,  mAom~m    % 

m(m—x)Aolh~*  etc. 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif ,  il  est 
clair  que  tous  ces  termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier ,  soit  n  Icf 
nombre  entier  immédiatement  plus  grand  que  m  < 
il  est  visible  que  k  terme  m  (m —  i)...  (m —  »-f-  i  ) 
A  o  m"~  sera  infini ,  ainsi  que  tous  les  suivans  et  que 
tous  les  précédens  seront  nuls.  D'où  il  s'ensuit  qud 
les  fouctions  dérivées  de  Tordre  n'mt  et.  des  ordres 
suivans  deviendront  infinies  lorsque  x  d=a. 

Dans  ce  cas  donc  si  x  est  l'indice  de  Torche  de  II 
première  fonction  qui  devient  infinie  ,  le  dévelop- 
pement de/(x  +  *)  devra  contenir  nu  ttrme  dt 
forme  **,  m  étant  un  nombre  compris  entre  n —  i  et  n. 

Si  n  =t  o  ,  c'est-à-dire  ,  si  la  fonction  /*  devient 
elle-même  infinie ,  ce  développement  contiendra  alors 
des  puissances  négatives  de  i. 

On 


(  8j  J 
On  doit  appliquer  aux  logarithmes  ce  qu'on  vient 
de  démontrer  sur  les  puissances  fractionnaires  de  /. 
Car  on  a  vu  à  la  fin  de  h  leçon  IV  ,  que  les  loga- 
rithmes répondent  aux  puissances  factionnaires  dont 
l'exposant  est  infiniment  petit,  c'est  à-diie  aux  racines 
infinitiémes  ,  et  que  c'est  par  cette  raison  qu'il  y  a 
toujours  une  infinité  de  logarithmes  lépondant  à  un 
même  nombre. 

Aussi  par  la  même  raison  lorsqu'on  résout  une 
fonction  en  série  suivant  les  puissances  d'une  même 
quantité  ,  il  peut  se  trouver  quelquefois  le  logari- 
thme de  cette  quantité  entre  les  puissances  posi- 
tives, et  les  puissances  négative?  de  la  uicmc  quan- 
tité, lorsque  la  fonction  elle-même  contient  de*  lo- 
garithmes. 

Ainsi ,  si  la  fonction  fx  contient  des  logarithmes, 
le  développement  de  /(.v-h-j)  pourra  contenir  dans 
le  cas  particulier  de  x  =  u  des  termes  de  la  forme 
im  (  log.  i )  n  ,  et  les  fondions  dérivée*  /'  (  x  -+-  *  ) , 
f"  (x  -f-  /)  etc,  contiendront  alurs  des  termes  de  U 
forme  i  W|—  l  (  tng,  i  )»,  /"»—  ,  (  log  i  )  n~"  \  de  l.i  (orme 
•'"■-«( :og.  i  }",  *  "«-  2  (  log.  i )  »-  S  /'  '"—  a(  log.  i>—  -, 
et  ainsi  de  suite.  Or  lorsque  i  —o  toute  quantité  de  la 
forme  (  .'-  i t  m  est  infinie .  lorsque  n  est  positif ,  et  nulle 
lorsque  n  est  négatif,  et  toute  quantité  de  la  forme  *'" 
(/.«)"  c»i  nulle  ou  infinie  suivant  que  m  est  positif 
ou  negati1  quel  que  soit  l'exposant  n  ;  donc  quelqu'une 
des  fonctions  ,/jl\/'x  , y  "x  etc,  deviendra  nécessaire- 
ment infinie  ^  et  alors  toutes  les  suivantes  à  1  nfi  u 
seront  infinies  ausii.  Ei  général  tout  terme  de  la  f<ume 
Leçons.  Tomt  VIII.  1- 


(9«) 
é»1  (  log.  i)H  n  étant  Un  nombre  positif,  tendra  infinie  fa 

fonction  dérivée  /  x  de  Tordre  /u ,  ft  étant  un  nombre 
entier  égal  ou  immédiatement  plus  grand  que  m. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  le  dévelop- 

ptmtntfx  -f- ij'x+  /''  x  +  ctcde  la  fonction 

9 

y  (  x  -h  /)  ne  peut  devenir  fautif  pour  une  valeur  déter- 
minée de  x  qu'autant  qu'une  des  fonctions  Jx  ,  fx  , 
/"  x  etc  ,  deviendra  infinie  en  donnant  à  x  cette  va- 
leur ;  et  que  ce  développement  ne  sera  fautif  qu'à 
commencer  du  terme  qui  deviendra  infini. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  développe- 
ment suivant  les  puissances  ascendantes  de>,  il  fau- 
dra faire  d'abord  dans  la  fonction  /(  x  +  *  )  ,  x  égal 
&  la  valeur  donnée  ,  et  développer  ensuite  suivant- 
les  puissances  croissantes  de  «  par  les  règles  connues  v 
en  ayant  égard  aux  puissances  fractionnaires  où  né- 
gatives de  *'  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction 
même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nout 
venons  de  démontrer  ,  supposons  d'abord  que  Ton 
ait 

/x=22*tfir  —  xa+at/r(j;2—  a2), 

et  qu'on  demande  le  développement  f  (x  -f-  1} 
lorsque  x  œ  a. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  suivant  let  rè- 
gles générales  t  on  aura 


(9i    ) 


as 


f"x=-t 


et  ainii  de  suite. 


/i  <r* 


|/(^-a^)        (•»—«»)> 


Eu  faisant*  =o,  ona/x  =  a2,/x  =  - 


;  donc 


toutes  les  fonctions  dérivées  des  ordres  suivans  seront 
aussi  infinies  ,  et  le  développement  de  /  (  a  +  i) 
contiendra  nécessairement  un  terme  de  la  forme  A  i  '" 
m  étant  entre  o  et  i. 

En  effet  on  aura  par  la  substitution  de  a  +  /  dans 
l'expression  de  /x,  /  (  a  +  i)  zzza1  —  P  -f.  a\fi 
X  |/(  *  a  +  f  )  i  d'où  Ton  voit  que  le  développement 
suivant  les  puissances  de  i  contiendra  des  termes  de 
la  forme  }/i ,  iyfi ,  i*  |//  etc. 

Soit  en  second  lieu 

/«=!/'«  + (*-«)«*(*-•), 
on  aura  ces  fonctions  dérivées 

■>"  *  =  7771 +  «(*-«) '(*-«)+*-« 

3  t 


/'i!  x  = 


**%V* 


x  •—  a 


etc. 


(  94  ) 
valeur  de  y"\  mais  dans  le  cas  proposé,  la  quan- 
tité F'  IjY devenant  nulle  ,  le  terme  qui  contient 
y  disparaîtra  et  l'équation  restante  sera  une  équa- 
tion du  second  degré  en  y9  par  laquelle  on  détermi- 
otra  la  valeur  de  .y'  qui  sera  par  conséquent  double- 
Soit  par  exemple 

/*  =  x  -(-  (  x  —  fl)|/(x—  b)  , 
on  aura 


Faisant  x  =  a ,  on  a/x  =«,  et/'x  s  i  + 
|/(  a  —  h  )  ,  où  Ton  voit  que  le  radical  disparait 
dans  la  valeur  de  fx ,  mais  non  pas  dans  celle  de 
f1  x  ,  en  sorte  que  la  première  est  simple  et  la  seconde 
double. 

Maintenant  si  on  fait/xssjr,  et  qu'on  élevé  l'é- 
quation au  carré  pour  faire  disparaître  le  radical  % 
on  aura 

(y-*Y=(x-ay  (x-6). 

En  prenant  les  fonctions  primes  on  aura  celle-ci 

(*-«)a« 

d'où  Ton  tire 

y  _  ,  4,  »(x-a)(a>~fr)4.(x-a)«„ 
T  (  y  -TT) 


(  9*  ) 
faisant  aï "  -s  a ,  on  a  aussi  y  =  «  ;  ce  qui  donne 


On  passera  donc  aux  fonctions  secondes  ,  et  l'on 
aura  cette  équatôp  du  second  ordre  , 

+  *(*-*)• 

Ici  la  supposition  de  x  =*  a  ,  et  y  =e  a  ,  donne 
(y  _  i  )*=  a  —b)  ,  d'où  l'on  tire  y  =  i  -fr 
^  (  a  —  6  )  ,  comme  plus  haut. 

11  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x  qui  détruit 
les  termes  de  la  première  équation  dérivée  ,  détruise 
aussi  ceux  de  la  seconde  ;  il  faudra  alors  passer  à 
réquation  tierce  ,  laquelle  par  la  destruction  des 
termes  qui  contiendront  y"  et  y'n  ,  deviendra  une 
simple  équation  en  y  mais  du  troisième  degré  ;  et 
ainsi  de  suite  ;  cela  dépend  de  la  nature  du  radi- 
cal qui  aura  été  détruit  dans  y  ,  et  qui  doit  être 
remplacé  par  le  degré  de  réquation  d'où  dépend 
la  valeur  de  y'. 

Supposons  en  second  lieu  que  la  même  valeur 
de  x  qui  fait  disparaître  un  radical  dans  fx  ,  le  fasse 
disparaître  aussi  dans/'  x  sans  le  faire  disparaître  néan- 
moins dans  /"  x  ,  alors  les  valeurs  correspondantes 
de  fk  ,  et  Jr  x  seront  en  même  nombre,  mais  celles 
de  /"  x  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on 
fait  évanouir  ce   radical  dans  l'équation^  ==/*,  la 

valeur  de  v"  qu'on  en  déduira,   se  trouvera  =  


(  96  ) 
et  il  faudra  palier  anx  équations  dérivées  d'un  dkdré 
supérieur  pour  avoir  1%  valeur  de  y" , 

Soit  pour  en  donner  un   exempfe 

ycz  jc+  (*  —  a)«  »/ (  x  —  b), 

on  aura 

y=i  +  ,(x-o)y  (*-*).+■  (*-»)' 

Faisant  x  =  a  on  a  ^ •  =  a  ,  j  r  =  1  et  y"_ 

Mais  si  on  réduit  l'équation  pioposée  à  cette  forme 
rationnelle , 

(jr-x)>   =r(x_<,)4     (*—b)i 

on  en  tirera  l'équation   dérivée 

+  (x_d)4f 

Dans  laquelle  en  faisant  x  =  a   et  y  =  a  ,  tout  se 
détruit. 

On  passera  donc  à  l'équation  dérivée    du  second 
ordie  laquelle  sera 
(^-»)/»+(/~i)»=56(x-«)«  (*  — *) 

+  4(x--)3- 
Faisant x  =  a,  et  j  =a  ,  on  aura  (y'  —  i  )'  =  o, 
et  par  conséquent^'  =  i  ;  mais  pour  avoir  la  valeur 
dey'1  ,  il  faudra  avoir  recours  à  l'équation  tierce  ,  cft 
même  à  l'équation  quarte. 

On 


(97) 
On  aura,  ainsi 

■r  —  *)y"+3  (y-i)  "=i8  (*-a)«  + 
n(x  —  a)  (K  —  b, 

en  tout  le  détruit  encore  en  faiaant  x  =  a  ,  j -  =  a , 


/  =  .. 


L'équation  dérivée  de  Tordre  suivant  sera  donc 

tr-*)>+3(j'-i)/"+3y^=48(a:~a) 
+  12  (x—  by 

Faisant  ici  x  =  a  ,  ,y  =  a ,  y  =r  i ,  on  aura  3  y'* 

e=  i*  (  a  —  6  )  ,  d'où  Ion  tire  y'  =  t  ^/(  a fc  ) 

comme  plu*  haut. 

Noos  ne  pousserons  pas  cette  analise  plus  loin, 
qui  d'ailleurs  n'a  plus  de  difficultés  d'après  les. 
principes  établis.  Mais  nous  alloua  donner  a  cette 
occasion  la  théorie  de  la  méthode  pour  trouver  la 
valeur  d'une  fraction  dans  les  cas  où  le  numérateur 
et  le  dénominateur  deviennent  nuls  à  la  fois. 

Soit £^ une  pareille  fraction,  fx  et  Fx  étant  des 

fonctions  de  x ,  telles  que  la  supposition  de  x  =  a 
les  rende  toutes  deux  nulles  à  la  fois ,  et  que  l'on 
demande  la  valeur  de  cette  fraction  lorsque  x  =  a. 

fx 
Onfera^  =A — .,  et  par  conséquent  yFx  —  f*% 

en  supposant  x  =  a  ,  cette  équation  se  vérifie  d'elle- 
même,  et  ne  peut  pas  servir  à  déterminer  la  valeur 
de  y.  Mais  en  prenant  l'équation  dérivée  ,  on  aura 
y9  fx  +  y  h9  x  =  /'  x  ;  la  supposition  de  x  =  «  ac- 
laçons.  Tome  X.  M 


trait  le  terme  y  F  x,  et  le  reste  de  l'équation  dofiM 

S'il  arrivait  que  les  fonctions  primes/'*  et  Ff  m 
devinssent  aussi  nulles  par  la  même  supposition  , 
on  trouverait  alors  par  le  même  principe  ,  en  subs- 
tituant dans  l'écjuaûon  ci-dessus ,/'  x ,  Ff  x ,  au  lieu 
de  fx  ,   F  x,   cette   nouvelle   expression    de  jr  , 


On  pourrait  aussi  déduire  la  même  expression 
de  l'équation  dérivée  trouvée  ci- dessus  ,  en  consi- 
dérant que  comme  elle  se  vérifie  d'elle-même  lors- 
que x  =  a  ,  elle  ne  peut  servir  à  la  détermination 
de  y  ;  que  par  conséquent  il  sera  nécessaire  de 
passer  à  la  seconde  équation  dérivée ,  laquelle  sera 
y'  F  x  +  %y9  Ff  x+yF"  x  =/"  x.  La  supposition 
de  x  =  a  rendant  nulles  les  fonctions  FxctF'x,  les 
termes   qui   contiennent  y*  et  y%*  s'en  iront  d'eux- 

/"* 

mêmes  et  les  termes  restans  donneront  y  =    ^    • 

*f  _  x 

comme  plus  haut. 

Si  la  même  supposition  de  x  =  a  donnait  encore 
f"x  =o  et  F"  x  r  o  ,  on  trouverait  de  la  même  ma* 

x 
merc  jr  ,—  —,—  5  et  ainsi  de  suite. 

t     x 

D'où  résulte  cette  régie  générale  que  lorsque  le 

/ 


(99) 
numérateur  et  le  dénominateur  d'une  fonction  de 
m  deviennent  nuls  à  la  fois  potr  une  valeur  donnée 
de  x  %  il  faudra  prendre  à  leur  place  les  fonctions 
dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  fractian  qui  ait  une  valeur  dé* 
terminée  pour  la  même  supposition  de  a?. 

On  sait  que  la  formule donne  la  somme 

i  —  x 

de  la  progression  géométrique  x  +  x2  +  x3  +  etc  , 
+  *"• 

Lorsque  x  =  i  ,  cette  formule  devient  —  ;  on  pren- 
dra donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et 
du  dénominateur  ,    on    aura   la  nouvelle    fraction 

i_(n  +  i)x* 

■  •  dont  la  valeur ,  lorsque  x  =  i,  est  n. 

Si  on  prend  la  fonction    dérivée   de    la  formule 

*  —  x"  +  x  i  — (  ri  +  i)x»  +nxn  +  l 

,  on  a i — -l — i -! .   et 

»  —  *  (  i—x)2  f 

celle-ci  exprime  par  conséquent  la  somme  delà  série  ; 

i  -f  «  x  +  3  x2  -4-  etc  ,  -f"  n  x  n~~1  qui  est  la  fonction 
dérivée  de  la  série  x  -f"  xz  -f-  x*  -|-  etc  ,  -f-j:*. 

Lorsque  x  =  i   la   formule    précédente   devient 

o 

~  "o  '  °n  Prcnc*ra  d°nc  !«•  fonctions  dérivées  du 

M  2 


numérateur  et  du  dénominateur,  et  Ton  aura  la 

„    ,      .      ■—"(*  +  Qj"^1  4-  n  (  n  )  4-  i  )  X* 

velle  fraction »  ; —     -\        «  ■■'■      . 

—  2(1  — *) 

qui  en  faisant  jp=i  devient  de  nouveau  _-  Onpreotin 

de  rechef  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du 
dénominateur ,  de  cette  dernière  fraction  ,  et  Ton 
aura  celle-ci 

-n(n+i)(f»-Q^a  +  n'(n+    i  )  x  *** 

a 

laquelle  lorsque  x  =  i  devient 

—  «(«  +  i)(w~i)+ma(»  +  i)  _«  (n+0, 

somme  de  la  série  i  +  a  -f.  3  -J-  ctc  ;  +  n,  - 

On  -pourrait  craindre  qu'en  prenant  ainsi  les  fonc- 
tions dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur , 
On  n'eut  toujours  des  fonctions  qui  dévinssent  égales 
à  zéro  divisé  par  zéro  pour  la  même  valeur  de  x. 
Mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  cela  ne  saurait 
avoir  Heu.  Car  si  x  =s  a  faisait  évanouir  les  fonc- 
tions/ x  ,/"  x^fx  eic. ,  à  l'infini ,  puisqu'on  a  en 


général/ (*+£)  =fx+if'x+L  /"*+  etc, 

9 

on  aurait,  lorsque  x  =  a ,/  (  a  -f- 1  )  =  o  quelque  ao ît  *' 


iifflV 


■■•t  .-:■■■■     .-  ,-■-  ■  v*  -s* 


qoï  est  impossible.   Il  en  ferait-  de  même  de 

fx'+V), 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  de- 
viennent à  la  foil  infinies  par  la  même  supposition 
de  x  —  a  ,  ce  qui  rendrait  également  indéterminée! 

les  valeurs  des  fractions -^T,  ■;:-,—  etc  ;mais  ce  cas  ren- 
•  Jrx    F   x 

tre  alors  dans  le  cas  général  que  nous  avons  exami- 
né plus  haut  ,  et  il  en  faudra  conclure  que  le  dé- 
veloppement des  fonctions /(*+  t  )  et  «F  (  x-4- t  ) 
contiendra  alors  des  puissances  de  x  fractionnaires  ou 
sédatives. 

Ou  substituera  donc  a  +  t  à  la  place  de  ss  tant 
dans  la  fonction  du  numérateur  ,  que  dans  celle  du 
dénominateur,  et  Ton  résoudra  Tune  et  l'autre  en 
série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i  -,  on 
fera  ensuite  ï  =  o  après  avoir  divisé  le  haut  et  le  bas 
.de  la  fraction  par  la  plus  haute  puissance  de  i  ;  ou 
ce  qui  revient  au  même,  on  n'aura  d'abord  égard 
.qu'au  premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Soit  par  exemple  la  fraction 

t/jr—  \/a  +|/(g-r.j.).. 

dont  on  demande  la  valeur  ,  lorsque  a-  ~i:  a.  On 
voit  d'abord  que  cette  supposition  rend  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur   nuls.  Leurs  fonctions  dé-- 
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T 


rivées  sont   — ^  -J r -et  — - •    qot 

deviennent  Tune  et  l'autre  infinies  par  la  même  sup- 
position.  On  fera  donc  x  =  a  -f-  * \  et  la  fonction  dp 
numérateur  deviendra  \/[  a  -f-  î  )  —  j/a  -f- 1/7  =  j/f  , 

+  _.  etc  ;    la  fonction  du  dénominateur  dt- 

*  y  a 

t 

viendra  i/i  (  s  a  +  /  =  1/2  a  /  -{ !1 f-  etc  f 

2^/2  a 

en  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  i.  En  ne  prenant  que  les  deux  premiers, 

on  aura  la  fraction  ■■/ ■ 

cherchée. 


—  =  -— —    pour   la  valeur 
a  i       1/2  a    r  ; 


En  général  une  fonction  de  #  ne  peut  devenir  nulle 
lorsque  x  = /? ,  à  moins  qu'elle  lie  contienne  un  fac- 
teur (  .t-  —  a  ,  )"  ,  m  étant  positif  quelconque.  Donc  si 
deux  fonctions  de  x  deviennent  nulles  par  la  même 
supposition  ,  il  faudra  qu'elles  contiennent  chacune 
un  pareil  facteur;  et  pour  trouver  alors  la  valeur  de 
la  fraction  fo rince  de  ces  deux  fonctions ,  il  ne  s'a- 
gira que  de  la  réduire  à  sa  plus  simple  expression 
en  la  dégageant  du  facteur  commun  au  numérateur 
et  au  dénominateur. 

Si  donc  on  fait  x  =a  +  1 ,  ce  qui  donne  a'—  a=î, 
lé  facteur  commun  sera  une  puissance  de  i  qui  s'é- 
vanouira par  la  division  et  alors  il  n'y  aura  plus  qu*à 
faire  t  =  0  pour  avoir  x  =  a. 


Ainsi  ayant  la  fraction  —  la  substitution    de  a  •+•« 
an  lien  de  x  donnera  d'abord  en  général 

f*+V'*+—J"*  +   etc. 


la  +  if  a  +  —  b"  a  +  etc. 

2 


Si  fa  —  o  ,  et  Fa  =  o ,  le  haut  et  le  bas  de  la  frac- 
tion seront  divisibles  par  i ,  et  elle  deviendra 


f'a  +  ±f"a  +  etc. 
F'  a  +  —  F"a  +  \ttc. 


Faisant  eninite  /  =  o  pour  avoir  x  =  a  ,  on  aura 

'/'  a 

~*        pour  la  valeur  de  la  fraction  proposée  ,  lorsque 


Fa 

k=r  a, 


Si/*  a  =  o  et  F'  fl  =  o ,  la  fraction  se  réduira  en- 
core, et  deviendra  par  une  nouvelle  division  par  i 

If'a+'f'a  +  ctc, 


-Ha+S-FZa+Ctc. 

a  8-3 


(  «H» 
la 3 utile  en  taisant  /  =  o  ic 

ainsi  de  soîic. 

Oo  voie  par-la  la  saison  de  la  régie  générale  i 
plus  haut ,  et  oo  roit  en  même  tems  que  cette  régie 
n'est  bonne  que  par  les  fraction*  con*  le  numêiaievt 
et  le  dénominateur  contiennent  à  la  *ob  ci  facteur 
de  la  forme  (  x  —  a  )*♦  s  étant  oo  nombre  entier  posi- 
tif* Aussi  peut-on  toujours  résoudre  ces  cas  en  tai- 
sant disparaître  ce  facteur  par  les  règles  connues 
pour  réduire  la  fraction  à  sapins  simple  expression.. 

Dans  les  autres  cas  où  n  serait  un  nombre  fraction- 
naire «  la  régie  sera  en  défaut,  et  il  faudra  alors  té* 
duire  les  deux  fonctions/  (<*  +  ')  et  ^  ('  ~M  )  4*°* 
les  séries 
*«  m  4.  0t-m-f.il  -f-etc;  et  A  im H- B  im  +t  +  etc  , 
de  sorte  que  Ion  aura 

f{a  +  i)  *  +  fii"  +ctc. 

F(a  +  i)  A  +BiP  +  ctc, 

et  faisant  t  =  o,  *^-=s  —-. 
Jba       A 

Mais  par  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut ,  on 
est  assure  que  ces  cas  n'auront  Heu  que  lorsque  les 
valeurs  des  fonctions  dérivées  de  fx  et  de  .Fa*  de- 
viendront iuunies  en  même  tems  par  la  supposition 
de  rr  =  <z. 

L'analise  que  nous  venons  de  donner  est  nécessaire 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  nature  des  fonc- 
tions 


tilt™*  comme  J«db  lie  tqpdt  ;qve  h 
rfbftctioai  dan»  dot  cm  partfarikti*  eU* 

n'influe  point  sur  la  théorie  générale  des  fonction!  , 
en  tant  qu'on  n'y  considère  que  la  forme  et  la  dériva- 
tion des  fonction!,  laquelle  est  par  conséquent  indé- 
pendante des  exceptions  que  nous  avens  trouvées. 


Ltqtns.  Tome  X 


N 


r  106) 

LEÇON    NEUVIÈME.         f 

De  la  manière  d'avoir  Us  limites  du  dé9eloppemeut  <Tuûê 
fonction  lorsqu'on  na  égard  quà  un  nombre  déterminé, 
de  termes.  Cas  dans  lesquels  Us  principes  du  calcul  dif- 
férentiel sont  en  défaut.  \ 

Toute  foncrion/(a:  +  /)  se  développe  ainsi  qu'on 
l'a  vu  dam  la  série/*  +  //'  x  +  *l.f"x  +  ±-f"* 

4.  etc  ;  laquelle  va  naturellement  à  l'infini  ,  à  moins 
que  les  fonctions  dérivées  de/x ne  deviennent  nulles, 
ce  qui  a  lieu  lorsque/  x  est  une  fonction  rationclle  et 
entière  de  x. 

Tant  que  ce  développement  ne  sert  qu'à  la  généra- 
tion des  fonctions  dérivées  ,  il  est  indifférent  que  la 
série  aille  à  l'infini  ou  non  ;  il  Pesraussi  lorsqu'on  ne 
considère  le  développement  que  comme  une  simple 
transformation  analytique  de  la  fonction;  mais  si  on 
veut  l'employer  pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction 
dans  les  cas  particuliers,  comme  offrant  une  expres- 
sion d'une  forme  plus  simple  à  raison  de  la  quantité  i 
qui  se  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction  , 
alors  ne  pouvant  tenir  compte  que  d'un  certain  nom- 
bre plus  ou  moins  grand  de  termes  il  est  important 
d'avoir  un  moyen  d'évaluer  le  reste  de  la  série  qu'on 
néglige  ,  ou  du  moins  de  trouver  des  limites  de  l'er- 
reur qu'on  commet  en  négligeant  ce  reste. 

La  détermination  de  ces  limites  est  sur-tout  d'une 
grande  importance  dans  l'application  de  la  théorie  des 


;■•■»■■.■ 
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t  m  ■' 


3fe  de*  cotttbei  «tllfeiflÉàiiïîqîte, 

pour  pouvoir  donner  à  cette  application  la  rigueur  de 
l'ancienne  géométrie  ,  comme  on  le  voit  dans  la  se- 
conde partie  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques. 

Dans  la  solution  que  j'ai  donnée  de  ce  problème 
dans  l'ouvrage  cité,  j'ai  commencé  par  chercher  l'ex- 
pression exacte  du  reste  de  la  série  ,  ensuite  j'ai  dé- 
terminé les  limites  de  cette  expression.  Mais  on  peut 
trouver  immédiatement  ces  limites  d'une  manière  plus 
élémentaire ,  et  également  rigoureuse. 

Nous  allons  pour  'cela  établir  ce  principe  général 
qui  peut  être  utile  dans  plusieurs  occasions. 

Une  fonction  qui  est  nulle  lorsque  la  variable  est  nulle  * 
«  nécessairement  depuis  l'origine  de  la  variable  des  valeurs 
finies  et  constamment  positives  ou  négatives  ,  tant  que  sa 
fonction  dérivée  tst  finie  et  toujours  positive  ou  négative. 

Ce  principe  est  très  -  important  dans  la  théorie  des 
fonctions,  parce  qu'il  établit  une  relation  générale 
entre  l'état  des  fonctions  primitives  et  celui  des 
fonctions  dérivées ,  et  qu'il  sert  à  déterminer  les  li- 
mites des  fonctions  dont  on  ne  connaît  que  les  déri- 
vées. 

Nous  allons  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse. 

Considérons  la  fonction/ (x  +  t)  ,  dont  le  d-ive- 

loppement  général  est/*  +  if3?.  H /  "  *  +   etc. 

N  S 


(  io8  ) 

Nous  avons  vu  dans  la  leçon  précédente  qne  la 
forme  du  développement  peut  êtie  différente  pour 
des  valeurs  particulières  de  x  ;  mais  que  tant  que  /'* 
ne  sera  pas  infinie ,  les  deux  premiers  termes  dece  dé- 
veloppement seront  exacts ,  et  que  les  autres  contien- 
dront par  conséquent  des  puissances  de  t  plus  hautes 
que  la  première^  de  manière  qu'on  aura 

f(x  +  i)=ifx  +  i(fx  +  V), 

Fêtant  une  fonction  de  a?  et  t  telle  qu'elle  devienne 
nulle  lorsque  i  =  o. 

Donc  puisque  V  devient  nul  lorsque  t  devient  nult 
il  est  clair  qu'en  faisant  croître  t  par  degrés  insensibles 
depuis  zéro,  la  valeur  de  F  croîtra  aussi  insensible* 
ment  depuis  zéro,  soit  en  plus  ou  en  moins,  jusqu'à 
un  certain  point,  après  quoi  elle  pourra  diminuer , 
que  par  conséquent  on  pourra  toujours  donner  à  i  uoe 
valeur  telle  que  la  valeur  correspondante  de  F,  abs- 
traction faite  du  signe  ,  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée ,  et  que  pour  les  valeurs  moindres  de  i  la  va* 
leur  de  F  soit  aussi  moindre. 

Soit  D  une  quantité  donnée  qu'on  pourra  prendre 
aussi  petite  qu'on  voudra  ,  on  pourra  donc  toujours 
donner  à  t  une  valeur  assez  petite  pour  que  la  valeur 
de  F  soit  renfermée  entre  les  ljmites  D  et  —  D;  donc 
puisqu'on  a  /(  x  -f-  i  )  -— /*  =  i  (/'  x  +  V  )  il  s'ensuit 
que  la  quantité/  (  x  -\-  i  ) — >Jx  sera  renfermée  entre 
ces  deux-ci  i(J'  x±:D). 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  quelle  que  soir  la  va- 


(  io9  ) 
kurde  a  poarvu  que/'x  ne  soit  pas  infinie,  çllesub* 
listera  aussi  en  mettant  successivement  x+i,x-|-if, 
#  +  3  i  etc ,  jusqu'à  x  +  (  n  —  i  )  i  à  la  place  de  x  ; 
de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  positif  et 
assez  petit  pour  que  les  valeurs  des  quautités 

/(*+*)-/« 

/(x+«î)-/(*  +  t) 

/(x+3î)--/(x-M*),etc. 

/(*+nî)  —  /fx+(n  —  Oî) 

soient  renfermées    respectivement  entre  les  limite* 

i(/#  *db  D),  î  (/'(*  + i)±D),  s  [/'(*+ t  s) 

±D),  etc.  s  (/(  x  +  (n  —  i)i)  ±D),  enpre- 

nant  pour  D  la  même  quantité  dans  chacune  de  cet 

limites,    ce  qui  est  permis;  pourvu  qu'aucune    des 

quantités  /'  x ,  f\  x  +  i  )  , f  (  x  +  «  i ])  etc ,  jusqu'à 

/f  (  x  +  (  n  — -  i  )  s  )  ne  soit  infinie. 

Donc  si  toutes  ces  dernières  quantités  sont  de 
même  signe  ,  c'est  à-dire  ,  toutes  positives  ou  toutes 
négatives  »  il  est  facile  d'en  conclure  que  la  somme 
des  quantités  précédentes  laquelle  se  réduit  à/\  x  +  ni) 
r-fx ,  aura  pour  limites  la  somme  des  limites ,  c'est* 
à-dire  les  quantités 

if  x+  if   (x+,)  +  t7'(x+2i)+  etc. 
+  i  f  {x  +(.n— s  )s)  ±  n  i  D. 

Si  donc  on  prend  la  quantité  arbitraire  U  moindre 
que  la  somme  de/'x  -f/'  (n  +  i)  +/'  (.r+  «  î  ) 
♦J-  etc.  -f  /'  ( x  +  (  «  ~  i  )  i  )  divisée  par  n  ,  abs- 
traction faite  du  signe  de  cette  somme ,  la  quantité  • 
/(^F  +  n  0— /*  scra  nécessairement  renfermée  entre 
zéro  cf  la  sqmme 


(  i">  ) 

•  »(/'*  +  /'  (*+«'}+/'(*+«  O  +  c^. 
+  /'(*+  (*-00. 

Donc  si  F  est  la  pli\s  grande  valeur  positive  OU 

négative  des  quantités  f  x  ,/  '  (  x  -J-  t  )  etc.  jusqu'à 

f  C  ^  4"  (  n  —  *  )  * )  ^a  quantité/ (  a?  -{-  ni)  -»•  /* 

"^sera  à  plus  forte  raison  renfermée  entre  zéro  et  i  n  iP. 

Or  comme  en  prenant!  aussi  petit  q'on  voudra t 
on  peut  en  même  tems  prendre  n  aussi  grand  qu'on 
youdra  ,  on  pourra  supposer!  n  égale  à  une  quantité 
quelconque  s  positive  ou  négative ,  puisque  la  quan- 
tité i  peut  être  prise  positivement  ou  négativement. 

La  quantité  /  (  x  +  n  î  )  — -  f  x  deviendra  ainsi 
f[  x  +  z)  — /x,  et  pourra  représenter  une  fonction 
,  quelconque  de  z  qui  s'évanouit  lorsque  z  =3  o  ,  la 
quantité  x  pouvant  maintenant  être  regardée  comme 
une  constante  arbitraire.  De  même  la  quantité 
/'  (  x  -f»  n  t)  deviendra  y  [x  +  z)  et  représentera  la 
fonction  dérivée  de  la  même  fonction  de  z,  puisque 
ff  (  x  -f-  2  )  est  également  la  fonction  dérivée  de 
f  (  x  +  z  )  soit  par  rapport  à  x  soit  par  rapport  à  z. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  si/'  (  x  +  z  ) 
a  constamment  des  valeurs  finies  et  de  même  signe 
depuis  2  =  o ,  et  que  P  soit  la  plus  grande  de  ces 
valeurs,  abstraction  fjite  du  signe,  la  fonction  primi* 
\\vé  dont  ilVagit  sera  renfermée  entre. o  et  2  z  P ,  par; 
conséquent  elle  aura  toujours  aussi  des  valeurs  finie) 
f  t  de  même  signe  que  la  fonction  dérivée  si  z  est  posvi 
tive  ,  ou  de  signe  différent ,  si  z  est  négative 


{m] 
thni  le  calcul  différentiel  la  conclusion  précédente 
ht  une  suite  immédiate  et  nécessaire  de  la  manière 
dont  ce  calcul  est  envisagé  ,  et  elle  se  présente  même 
fans  aucune  limitation  relativement  aux  valeurs  infi- 
nies; mais  nous  allons  voir  qu'elle  est  souvent  en 
défaut  à  cet  égard,  ce  qui  servira  à  montrer  la  nécessité 
d'une  analise  plus  rigoureuse  qne  celle  qui  sert  do 
base  au  calcul  différentiel. 

En  effet,  si  y  est  une  fonction  de  z,  sa  fonc- 
tion dérivée   suivant  la  notation  de  ce  calcul ,  sera 

d  y 
représentée  par  -r —  ,  et  y ,  intégrale  de   dy,  est 

fegirdé  ,  par  les  principes  mêmes  du  calcul  ,  comme 
la  somme  de  tous  les  élémens  infiniment  petits  dy 

on  — —  d  z  ;     par  conséquent  si  y  =  o  t  lorsque 

1  i=  o  %  y  sera  la  somme  de  tous  les  élémens  — £ 

d  z 

4  z  qui  répondent  à    tous  les  élément  de  z.  D'oui 

Ton  est  en  droit  de  conclure  que  si  • — —a  toujours 

des   valeurs   positives,    depuis  2  "  o  ,  jusqu'à  une 
valeur  quelconque  positive  de  z ,    tous  les  élémens 

dy 

- —  d  2  étant  positifs  ,  la  valeur  de  y  répondant 
k  cette  valeur  de  z  sera  nécessairement  positive. 

Cependant)  si  Ton  a  par  eiemple  y  =  — —  -« 

.      a  ~  z 


(il.) 


I 


- —  ,  a  étant  une  constante  quelconque  positive  *  o* 


a 


d  y 

aura  y  =  o  lorsque  z  =  o  ,  et  la  valeur  de  — —  sers 

a  z 


1 

par  les  régies  connues  de  la  différentiation 


(a  —  »)»■ 

Cette  valeur  est  constamment  positive  ,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  z  ;  il  faudrait  donc  que  la  valeur 
de  y  fût  toujours  positive  ;  ce  qui  n'est  pas ,  car  en 
prenant  z  plus  grande  que  a  ,y  devient  négative* 
Ainsi  les  principes  du  calcul  différentiel  sont  en 
défaut  dans  ce  cas. 

Suivant  le  principe  que    nous  venons  d'établir  « 
h  valeur  de  y  ne  sera  nécessairement  positive  qu'au* 

d  y 
tant  que  la  fonction  dérivée — zL  ne  sera  pas  in  fini  f 

d  z 

d  y 
dans  l'étendue  de  la  valeur  de  z.  Or  — —  étant  éga* 

di 

le  à— ■ — r  *  «lie  devient  infinie  ,  lorsque  z=aff. 

(a  —  x)a 

Donc  les  valeurs  de  y  seront  nécessairement  posi- 
tives ,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =4  ;  mais  elles  pour- 
ront ne  pas  Têtre  lorsque  z  >  a  r  quoique  les   fonc* 

lions  dérivées r    soient  toujours  positives, 

la  —  z) 

Voici  maintenant  comment  le  principe  dont  il 

s'agit 


(.13) 

Vagit, l'applique  à  la  détermination  dei  limites  du 
développement  de  /  (  x  +  i  ). 

Soient  d'abord  p  et  q  les  valeurs  de  x  +  î  qui 
tendent  la  fonction  dérivée  f'(x  +  i)  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  1  en  regardant  x  comme  donne  v  et 
faisant  varier  i  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  quel- 
conque donnée  de  t\  Donc  /'  p  sera  la  plus  petite 
valeur  de/*  {x  +  i î )  et  /'  q  en  sera  la  plus  grande; 
par  conséquent  /'  (x  -f-i)  — /'  p  ,  et/'  q  — /'  {x  + 
î  j  seront  toujours  des  quantités  positives. 

Regardant  ces  deux  quantités  comme  des  fonctions 
dérivées  ,  relatives  à  la  variable  i  ,  leurs  fonctions 
primitives  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles 
lorsque  i  —  o  seront ,  à  cause  dcx,/y  et  q  %  suppo- 
sées constantes , 

/(*  +  0—  /*  —  if'P*  «* 

*/'?  —  /(*  +  !')  +  /*. 

Ainsi  pourvu  que/' (a;  +0  nc  soit  jamais  in* 
finie  depuis  i  =(?  jusqu'à  la  valeur  donnée  de  î, 
ce  qui  aura  lieu  ïij'pctf'qne  sont  point  des 
quantités  infinies  ,  on  aura  par  le  principe  précé- 
dent, si  i  est  positif  • 

/■(«+0  — /*  —«'/'■*  >  o,  et 
/*-/(* +  *)+■/'*><>« 
d'où  Ton  tire 

f{x  +  i)>fx+  i/'p,et 

/{*.  +  0   </*  +  î/-  «• 
Irçon  VU.  O 


Supposons  ensuite  que  p  et  q  soient  les  valeur! 
de  x  +  i  qui  rendent  la  fonction  dérivée  du  second 
ordre/"  (a?  +t)  la  plus  petite  et  la  plus  grande, 
en  faisant  varier  t  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur 
donnée.  On  aura  f" p  et/"  q  pour  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  valeur  de/"  (  x  +  i)  ;  par  conséquent 
/"  l  «+»')-/"  P  i  «/"  ?  _/':  (  *+  i  )  seront 
toujours  des  quantités  positives. 

Regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  dé* 
rivées,  relatives  à  la  variable  f,  leurs  fonctions  pri- 
mitives prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles, 
lorsque  i  =  o  seront 

/'(*  +  «) -/'*-'•/"/»>  et 

'/"?-/'(*  +  «')+/'*• 

Donc  ,  pourvu  que  j"  {*  +  i  )  nc  s°î*  jamais  infi- 
nie dans  toute  l'étendue  de  t,  ce  qui  revient  à  ce  que 
f"p  et/"  q  ne  soient  point  infinies ,  ces  deux  quantités 
seront ,  par  le  même  principe  ,  toujours  positives  et 
finies,  tétant  supposé  positif;  et  en  les  regardant 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  t,  leurs 
fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  lorsque  i  =  e  seront,  à  cause  de  x ,  p  et  f 
supposées   constantes , 

/(*+0-/*-«/'*-7/> 


(..6) 
Cet  nouvelles  quantités  seront  donc  aussi  par  le 
anime  principe  toujours  positives  ;   on  aura  ainsi 

/(*+o-/*-»r*--Ç-/"^>o» 

4'o&  Ton   tire 


/<*  +  ')</*  +  «7*'  +  r  /'-'  ?• 

Si  on  suppose  en  troisième  lieu  que/?  et 7  soient 
les  valeurs  de  x  +  *  qui  rendent  la  fonction  tierce 
f'"(x~b')  la  pluf  Petite  et  la  plus  grande,  depuis 
t  =  0  jusqu'à  une  valeur  donnée  de  /,  on  aura  les 
deux  quantités  /  '"  (  x  +  i  )  —  /  '"  />  et  /  '"  ?  _ 
(  x  +  /  j  qui  seront  nécessairement  positives 
dans  toute  Tétendue  de  /.  Donc  en  les  regardant 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable 
*  ,  leurs  fonctions  primitives  prises  de  manière 
qu'elles  soient   nulles ,  lorsque    =3  0  seront , 

Et  ces  quantités  seront  par  le  même  principe  tou- 
jours positives  et  finies,  pourvu  que/"  (x  +  i) 
ne    soit    jarnais  infinie  dans   toute  retendue  de  s', 

O  « 


("7) 
c'est-à-dire  pourvu  quc/'"^  ttf'"q  ne  soient  point 
infinie*. 

Donc  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières 
quantités  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à 
*,  leurs  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles 
soient  nulles  lorsque  i=  o ,  seront 

lesquelles    seront    par    conséquent    aussi    toujours 
positives  et  finies ,  en  vertu  du  même  principe. 

Enfin  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  ki  ,  leurs 
fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  lorsque  *  =0  ,  -seront 

—/"  1  -f  (•*  +  0  +/*  +  »/"»+  —  /"* 

2.0  t 

Ces  quantités  seront  donc  encore  positives  pa* 
le  même  principe  ;  ainsi  on  aura 


(  "8) 


d'où  Ton  tire 


r*       i      *2   w'      i       *3     .£** 


/(*  +  *  )  >/*  +  if*  +  —f*  +  —rfP' 

2  t.J 


/(  *  +  0  <•/*  +  if  *  +  -^-/"  *  +  t ljf"l- 


Et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  supposé  dans  ces  développemens  * 
positif;  si  i  était  négatif,  ou  bien  si  on  changeait  i 
en  —  *  ,  alors  on  trouverait  pour  premières  limites 
de/(*  —  0> 

f(x-£)   <fx-ifP 
On  trouverait  ensuite  pour  secondes  limites 


/•(*-*)</*  -*/'*+  -fp 


A'-i^f—if'+^fq 

Et  ainsi  des  autres. 

Donc  en  général  la  quantité  f(œ  +  i)  , soit  que 
i  soi*  positif  ou  négatif,  sera  toujours  renfermée  catre 
ces  dcuft-ci 


(  >i-9  ) 

f*  +  if  *  +  —/  "  *  +  Ar/'"  «  +  etc. 


l'i» 


2.  3...  /c 


/% 


/*+*•/'*+   —  /'-'«  +  J_/'"*  +  etc. 

^  f.     3. 


./''«. 


«•3.. 

tn  prenant  pour  p  tt  q  les  valeurs  de  x  -+-  *  qui 
répondent  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des 

valeurs  de/'*  (  x  -f-  i  )  dans  toute  l'étendue  de  s  de- 

puis  2  =  0;  pourvu  que  les  deux  quantités/   p  el 

/     f  ne  soient  pas  infinies. 

Au  Teste  il  est  facile  de  voir  parl'analise  précédente 

qu'on  nYst  pas  astreint  à  prendre  pour/^p  et/    q 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  dc/^  (x+j)» 
mais  qu'on  peut  prendre  à  leur  place  des  valeurs 
quelconques  plus  petites  que  la  plus  petite,  et  plus 
grande  que  la  plus  grande  ;  ce  qui  peut  servir  dan* 
nombre  de  cas  à  faciliterbeaucoup  la  détermination 
des  limites. 

J'observerai  ici ,  quoique  cela  ne  soit  presque  paf 
nécessaire  ,  que  j'entends  toujours  par  quantités  plus 
grandes  ou  plus  petites  absolument  ,  celles  qui  sont 
plus  avancées  vers  l'infini  positif,  ou  vers  l'infini  né*, 
gatif  ;  ainsi  si  a  >  b  on  aura  *—  a  <  -*.  M  etc. 


{  "o  ) 

L'analise  précédente  redonne  comme  Ton  volt 
Iticcessivement  les  termes  du  développement  de 
f  (x-4-i)  ;  mais  elle  a  l'avantage  de  ne  développée 

cette  fonction  qu'autant  que  Ton  veut,  et  d'offrir  des 

limites  du  reste. 

En  effet  ti  dans  le  développement  de/ (  *  +  i)  on 
veut  s'arrêter  au  terme  p€me ,  pour  avoir  les  limites 
du  reste  du  développement  il  n'y  a  qu'à  considérer 
le  terme  suivant  qui  serait  de  la  forme 


2.  3.  4... . 

et  y  mettre  à  la  place  de  f9*  x  la  plus  grande   et  la 

plus  petite  valeur  de  f9*  (x  +  *)  en  faisant  varier 
i  depuis  zéro ,  ou  bien  des  quantités  quelconques 
plus  grandes  ou  plus  petites  que  la  plus  grande  et  la 

plus  petite  valeur  àtf  ** (x  -f-  *  )•  Si  ces  deux  va- 
leurs ou  Tune  d'cntr'elles  était  infinie  ,  il  n'y  aurait 
point  alors  de  limites  ;  c'est  aussi  le  cas  ou  le  déve- 
loppement deviendroit  fautif  parce  que  la  valeur  de 

/**  (&  *ir  *"  )  serait  infinie  dans  quelque  point. 

En  général  on  peut  avoir  de  la  même  manière  les 
limites  des  valeurs  de  toute  fonction ,  dont  on  ne 
connoitra  que  la  fonction  dérivée  d'un  ordre  quel- 
conque. On  examinera  la  marche  de  la  fonction  dé- 
rivée depuis  l'origine  de  la  variable ,  et  si  elle  ne 
devient  jamais  infinie  on  y  appliquera  immédiate- 
ment le*  formules  précédentes  oà  »  est  la  variable  et 


(t«t) 

*  peut-être  une  constante  quelconque.  Si  au  contraire 
la  fontion  dérivée  devient  infinie  pour  certaines  va* 
leurs  de  la  variable  ,  on  partagera  cette  variable  eu 
autant  de  parties  séparées  par  les  termes  auxquels  ré- 
pondent les  valeurs  infinies  de  la  fonction  et  on 
appliquera  séparément  les  mêmes  formules  à  cha- 
cune de  ces  parties. 

Supposons /(#+  i)  =  (x  +  i)m  onaura/x=jFw 
et  de  là  /'  x  =  m  a?'"— l ,/"  x  =  ro  (  m  —ê\  )  x™— 2 
f"  x—m(m—  i  )  (m — a)  a;"*-3  etc.:  et  en  gé- 

néral  fr  x  =  M  X  ou   Al  =  m   (  m  —  i  ) 

(m— •  t  )....(»  —  f&)  comme  ou  Ta  vu  dans  la 
leçon   IL    On  aura  donc  f**  (  x  +     *  )    ==     " 

(  x  -+-  i  )  r ,  où  Ton  voit  que  cette  fonction  ne  peut 
jamais  devenir  infinie  tant  que  x  -\-i  n'est  pas  =  o , 
et  que  /*  n'est  pas  >  ni.   On  voit  aussi  que  la  plus 

petite  et  la  plus  grande  valeur  de  M  (  *•+-  if**** 
répondent  Tune  à  i  =  o  et  l'autre  à  s  ;  de  ^sorte  que 
les  valeurs  de  p  et  q  seront  ar  et  x  -f-  * ,  ou  x  +  i  et  x 
suivant  que  i  sera  positive  ou  négative  et  /*>ou<<m. 

Donc  en  général  le  développement  de  (  x  +  *  )m 
sera  compris  entre  ces  deux  limites 

m  (m —  J  ) 
-fc™,  +  m**  "kmm  1  H — *2  o: m — * 2  -h  etc 


8«    i.  .  .  /4 


(  m) 
jpc^  +  roix**-:*  H S »**«-«   4.    ctc 


2.  3...   u 


Par  le  moyen  de  ces  Jimites  on  est  à  couvert  dfs 
difficultés  qui  peuvent  résulter  de  la  non-conver- 
gence de  la  série  ;  car  c online  un  terme  quelconque 

—.                             1         1                  j        %  m  —  w  -f-  » 
fi~  esc  au  suivant  dans  le  rapport  de  1  a  — 


X  —  ,  pour  que   la  série  soit  convergente   il  faut 

x 

t  m  —  n  +   t  * 

que  la  quantité X~     abstration    fait* 

71  X 

du  signe  qu'elle  doit  avoir  )  soit  moindre  que  l'u- 
nité. Si  —  <  1  ,  il  est  clair  que  la  série  finira  tou- 
jours par  être  convergente  pnisque  la  dernière  valeur 
de     ~-        -  est  l'unité*  Mais  elle  sera  toujours  di- 


vergente à  son  extrémité ,  si  —   >   1  ,   quoiqu'elle 

x 

pnisse  être  convergente  dans  ses  premiers  termes. 
Ainsi  elle  ne  pourra  alors  ê?re  employée  avec  sûreté 
quelque  lo:n  qu'elle  soit  portée  qu'en  ayant  égard 
aux  limites  que  nous  venons  de  donner. 

Leçons.  Tome  X.  P 
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Supposons  en  second  lieu/(x  +î)]  =  a*-M  on 
aura  fx  =  a*,  et  de  là  f'x  =  a*  l  a  ,  f"& 
z=  a'  (  la  y  fx"  =  a*  (  /  a  )3  etc.  Donc  en  général, 

f*  (  x  +  i  )  =~  a'  ±  «  (  /*  )  *  ,  où  Ton  voit  que  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  répondent  aussi  à 
i  =  o  et  à  ».  Ainsi  on  aura  ,    en  faisaut  x  =  0 , 

,+*-/*.£  _Ll   (/fl)^+  i!   (/a)3  +  etc. 


s.  3  ..  a« 


(la) 


+  *l*  +  —(lay+-!-r-  (  J*  )s  +  etc 


2.3. 


(fa)     a 


pour  les  limites  de  la  valeur  dea  ,  on  Ton  pourra 
prendre  dans  le  dernier  terme  au  lieu  de  a  une  quan- 
tité quelconque  plus  grande. 


Soit  en  troisième  lieu  /(*+')  =  *(*+*)» 
enaura/*  =  fx,  f'x  =  ~%  j"  x  — ^ 


/i      = 


*] 


etc 


donc  f     (  x  -f  *  )  =  ± 


t .  3  .  .  p  —  t 

(*  +0" 


'  iî3  ) 

k  ligne  supérieur  étant  pour  le  cas  de  p  impair ,  et 
l'inférieur  pour  le  cas  de  p  pair. 

Il  est  clair  que  pourvu  que  x  -f-  i  ne  soit  pas  égal  à 

icro  la  valeur/*  (  x  -h*  )  nc  sera  jamais  infinie  ,  et 
que  sa  plus  petite  et  sa  plus  grande  valeur  relative 
ment  à  /  répondront  à  i  =  o  et  i  *. 

Ou  aura  donc  par  la  formule  générale   ces  deux 
limites  pour  la  valeur  de  /  (  x  +  i ') 


lx  + 


-îr ctc,±  — . 


sr 


3x3 


MX1 


etc,± 


^  (  x  +  *  ) 

où  Ton  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quel- 
conque plus  grande  dans  (  x  -f-  *  /* ' 

Soit  en  quatrième  Heu/  (  x  +  s  )  e  sin  (  x  +  *  ) , 
on  aura/'xss  jinx,/'  x  =  £0jx  ,,/"*  — e— jinx  etc. 

donc  en  général  //•  (  x  +  i  )  =  rfc  s*n  (  x  -f  *  ) 
ou  =  ±  *0J  (  x  +  *  )  suivant  que  /t  sera  de  1  une  de 
ces  formes  4n,4ri  —  f,  4fi-|-Zi4ft+3'  n  étant 
un  nombre  entier  quelconque ,  ce  qu'on  peut  renfer- 
mer dans  cette  expression  générale 

f*  (x  +  i)  =  sin  (x  +  t+rD) 


(  »t4) 


2)  étant  l'angle  droit. 


Or  quelles  que  soient  les  valeurs  de  m  et  i ,  il  est 
visible  que  la  plus  grandit  la  plus  petite  valeur  de 

f  P  (  x  -f-  i  )  »cra  i   et  r-  i  ;  ainsi  on  aura  pour  le 
développement  de  sin  (x  -f-  i)ccs  limites 


iin  r  -f-  s  *  m  ar  «-*.   ■  jjti  a:  — cos  x  -4-  etc  t 

8  8.3 


s.  3  ...  (x 
Si  on  fait  x  =  k  on  aura 
,•3  »s 


i  —  • 


2.3      •'    8.3.    4.  $ 

Et  si  on  fait  x  =  D  ,  on  aura, 
»4 


—  etc  t  ± 


8*  j  •  •  .  i 


"-T+..S.4 


—  *tc  ;  ± 


I* 


S.  «/.  •  •  j 


pour  les  limites  de  un  i  et  r*j  s  ,  où  il  faudra  pren- 
dre pour  fê  le  nombre  immédiatement  plus  grand 
d'une  unité  que  l'exposant  de  i  dans  le  terme  auqubl 
on  voudra  s'arrêter. 

Nous  avons  donné  à  la  fin  de  la  leçon  vu  ,  la 
série  du  développement  de/  [y  -J-  *  )  en  supposait 
y  —  tang.  x  et  f  se  /^  «  et  nous  avons  tre«v4 
tn  générai 


(  i«5  ) 
f  y  =  dt  »  •  3 . . .  ( ^  — -  i)  ces  *    X  «*• 


OU  f0J    ft  X. 

\ 


Donc  on  aura  aussi 


r  (j  +  n  =  ±«.3...  (a.— i)  cou 

X  J*n   ou  cos  h  * 

en  faisant  jr  +  *  =  tang.  z  ci  par  conséquent  z  =  *rcl 
{ tang.  a?  +  * )• 

Or  quelque  soient  y  et  i  il  est  visible  que  la  petite 

et  la  plus  graiMe  valeur  de  cos  z     X  Jin  ou  C0S-  P  z 
sera  —  i  et  i  ;  d'où  on  peut  d'abord  conclure  que  la' 
série  est  vraie  pour  des  valeurs  quelconques  de  x  et  i  ; 
ci  que  si  on  veut  arrêter  la  série  au  terme  /*"" ,  le 
reste  de  la  série  sera  nécessairement  renfermé  entre 

les  limites  ±    -     ■■ 

Ainsi  en  faisant  x  —  o  ,  on  aura 

i*  a* 

arc*   tang  *  se  î  —  +  — —  +  etc.  : 

Et  si  ft,  est  l'exposant  du  terme  auquel  on  veut  s'ar- 

rêter  ,  on  aura  ±  -■      ,         pourles  limites  du  reste 
t*  +  i 

Nous  finirons  par  remarquer  que  les  mêmes  for- 
mules peuvent  servir  à  développer  une  fonction  quel* 


(  ««6  ) 
conque  suivant  les  puissances  de  sa  variable;  ;  car  en 
faisant  x  =:  a  , /  (  x  -f-  O  devient  simplement  f  i  et 
peut  représenter  une  fonction  quelconque  d'une  va- 
riable i.  t 

Or  il  est  visible  que  les  valeurs  dtfx  yf*  x*fn  a 
etc.  lorsque  x  —  o  doivent  coïncider  avec  celles  de 
/ *  *f'  iyf"  i  etc  ,   lorsque  i  =a  o. 

Donc  si  on  change  i  en  x ,  et  qu'on  dénoie  simple- 
ment par/*,  f' ,  f"  etc.  les  valeurs  defx  ,  f9  sy 
f"x  etc  ,  lorsque  x  =0,  on  aura  en  général 


fx  =r/-f-  xf  +  -ïl/'/  H-  ^y/'".  -+-  etc. 


Et  si  on  veut  s'arrêter  au  terme  /m  •"*,  alors  comme 
le  terme  suivant  serait 


2.  3.  4.  • . .  f» 


f 


il  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  de  /         la  plut 

grande  et  la  plus  petite  valeur  de  /x  ,  ou  des 
valeurs  plus  grandes  et  plus  petites  que  celles-ci,  et 
Ton  aura  les  limites  du  reste  du  dévclopp  cment. 

Ainsi  le  développement  sera  exact  tant  que  ces 
limites  auront  des  valeurs  finies.  Si  Tune  d'elles  deve- 
nait infinie ,  le  reste  de  la  série  pourrait  aussi  deveni* 


infini,  et  le  développement  deviendrait  fautif*  II  fau- 
dra donc  alors   ou  s'arrêter  à    un   terme  précédent  t 

Mj 

ûu  n'attribuer  à  &  que  des  valeurs  tel  Ici  que  /  x  ne 
devienne  pas  infinie  depuis  x  =  0  jusqu'à  cette  va* 
leur* 


LÏÇON     DIXIÈME. 

Des  équations  dérivées  *  et  de  leur  usage  pour  la  tram* 
formation  des  fonctions.  Avalise  des  sections  angt*- 
laires. 

Jusqu'à  piésent  nous  n'avons  considéré  les  fonc- 
tions dérivées  que  comme  servant  à  la  formation 
des  séries  ,  d'où  elles  tirent  leur  origine  ;  mais  ces 
fonctions  considérées  en  elles-mêmes  offrent  un  nou- 
veau sistême  d'opérations  algébriques  et  sont  pour 
ainsi  dire  la  clef  de  la  tranformation  des  fractions. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  variable  est  présentée 
sous  deux  formes  différentes  ,  en  égalant  ces  deux 
expressions  ,  on  a  ce  qu'on  appelle  une  équation  iden- 
tique ,  à  cause  de  l'identité  de  la  valeur  ,  laquelle 
doit  par  conséquent  avoir  lieu  indépendamment  de 
la  variable  ,  c'est  à  dire  quelle  que  soit  cette  varia- 
ble; ainsi  elle  aura  lieu  aussi  en  attribuant  i  U  va- 
riableu  n  accroissement  quelconque/. 

Soit^x  =  o  une  pareille  équation  identique* 
on  aura  donc  aussi  f  (  x  -+-  »  )  =  o  ,  savoir  en  dé- 
veloppant 

fx+ifx-\ f  x  -+-  etc  =3  0 

quel  que  soit  i  ;  donc  on  aura  séparément 

fx  —  o,f  x=x0,f"x   =oetc; 

d'oi 


C  U9  ) 
d'oà  il  suit  que  Ton  aura  la  même  équation  en  pre- 
nant les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

Supposons  maintenant  une  équation  comm» 
F  (  x ,  y  )  =  o  entre  deux  variables  x  et  y  par  la- 
quelle l'une  ^  doive  être  f on  ci  on  de  x\  Il  est  évident 
qu'en  régardant  y  comme  une  fonction  de  x  dé- 
terminée par  cette  équation  ,  l'équation  jF  (x,  y  ) 
fe  û  sera  identique  .  e*  aura  lieu  indépendamment 
de  x  ;  donc  l'équation  subkisteia  aussi  entre  les  ibnc* 
tioos  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

En  prenant  donc  les  fonctions  dérivées  pre- 
mières %  secondes  etc  de  chaque  terme  ,  ou  aura 
aalant  de  nouvelles  équations  qui  auront  lieu  en 
même  tems  que  l'équation  primitive  ,  par  consé- 
quent toute  combinaison  de  ces  équations  aura  lieu 
aussi  à  la  fois. 

Nous  nommerons  en  général  équations  dérivées  du 
premier  ordre  %  du  se*  ond  ordre  etc ,  ou  simplement 
équations  primes  s  secondes  etc  ,  nod  seulement  le* 
équations  ieivées  qu'on  obtient  en  prenant  les 
fonctions  primes  ,  secondes  etc  ,  de  tous  les  termes 
d'une  équation  régaidéc  comme  primitive  ,  mais 
encore  les  équations  qu'on  pourra  former  par  uno 
combinaison  quelconque  de  l'équation  primitive  , 
et  de  son  équation  prime  *  ou  de  ces  deux-u  et  do 
l'équation  seconde. 

Ainsi  l'équation  primitive  contsnant  x  et  y  ,  Vi* 
Leçon*.  Tome  X.  Q, 


(  i3<») 
quation    dérivée   du  premier    ordre     ou    équatïott 
prime  contiendra  xyy  et  y'    ,   l'équation    dérivée 
du  second  ordre  ou    équation   seconde   contiendra 
»  %y  .y  ex yn  ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  au  lieu  de  regarder  y  comme  fonction  de  x  on 
regardait  au  contraire  x  comme  fonction  dejr,  Té* 
quation  prime  serait  entre  y  ,  x  et  xf ,  l'équation 
seconde  sersit  entre  y  ,  a:,  x'  et  x" ,  et  ainsi  de 
suite  ;  et  par  le  principe  exposé  dans  la  leçon  VII, 
on  pourra  toujours  tranformer  un  de  ces  sistêmes 
d'équations  dérivées  dans  l'autre. 

Pour  montrer  d'abord  par  quelques  exemples  l'usage 
des  équations  dérivées  dans  la  transformation  des 
fonctions  ,  je  considérerai  les  fonctions  sin  x  et  coi  m 
dont  nous  avons  donné  les  fonctions  dérivées  dans  la 
leçon  V,  et  faisant  y  =  jin  x%  z  =  cos  a:,  j'aurai  d'abord 
y  =  cos  x  et  z1  =  —  sin  x ,  par  conséquent  y 
=  z ,  z'  =  —  y  ;  si  on  multiplie  la  première  de  cet 
équations  par  |/  —  1 ,  et  qu'on  l'ajoute  à  la  seconde  • 
on  aura  z1  +y'  |/  —  i  nrzy' — .  i  — y=  (z  +  Jl 
f/  —  i  )  ^/  —  i  ;  d'où  l'on  tire  l'équation 

Or  nous  avons  vu  dans  la.  leçon  VI,  que  si  p  est 

h* 

une  fonction  quelconque  de  a?  ,  —est  la  fonction  dé* 
rivée  de  /  p  ;  ainsi 


(iSi  ) 
fera   l'équation  primitive    d'où  la  précédente  peut 
être  censée  dérivée;   la  qnantité    k  esc  la  constante 
arbitraire  que  nous  avons  vu  à  la  fin   de  la   mémo 
leçon ,    pouvoir    touj  >urs    s'ajouter   à  la    fonction 
primitive   d'une    fonction    dérivée   donnée,  et    qui 
serti  lui  donner  tojte  la   généralité  dont   elle  esc 
susceptible.  I!  serait  inutile  d'ajouter  de  même  une 
constante  au  premier  membre  de  l'équation  ,  parco 
qu'elle  se  fonderait  dans  l'autre  par  la  simple  trans- 
position dans  le  second  membre. 

Maïs  cette  constante  étant  jusqu'ici  arbitraire  ,  il 
faut  la  déterminer  conformément  à  la  nature  des 
fonctions  /  et  i. 

Pour  cela  j'observe  qu'en  faisant  x  sa  o  ,  on  a 
jin  x  =  o  ,  et  c os  x  —  i  ;  donc  y  =  o  *  z  =  1  • 
11  faudra  donc  r»ue  l'équation  que  nous 'venons 
de  trouver,  satisfasse  à  ces  supportions;  or  «lia 
devient  dans  ce  cas  /  i  =  k ,.  et  comme  l  1  est  =9 
0    on  aura  k  =  o. 

L'équation  sera  donc  simplement  /(  z  -\-y  |/  —  1  ) 

=  x  ^  —  1  ;  et  pissant  de  là   aux  exponentielles 

s  "       *  V  —  l 

%  -{-  y  y    —    i=e  jetant,  comme  nous 

le  supposons  toujours  ,  lé  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité.  Remettant  pourjr 
et  z  leurs  valeurs  s  in  x  et  cos  x  ,  on  aura  ectti 
formule  remarquable 

V  — 
€0$  x  +    sin  x  [/  —    1  =  t  f 


(iSi) 

laquelle  a   cause    de  l'ambiguïté  du  radical  j/  —  * 
donne  également   celle-ci 


cos 


.  Et  ces  deux  combinées  ensemble  suffisent  pouf 
déterminer  les  valeurs  «ie  sin  x  et  cos  x.  On  aura 
en    effet   aprèi  les    avoir    ajoutées    ou   retranchées 


cqs  x  == 


t  4*  e 


e  '         -m  e 


sin  x 


*V- 


Ainsi  les  sinus  et  cosinus  se  trouvent  exprimés 
£ar  des  exponentielles  imaginaires,  ce  qu'on 
f>eut  regarder  c'omme  Tune  des  plu*  belles  dé- 
couvertes analitiques  qu'on  ait  faites  dans  ce  siècle* 

'  *  Ges  formules  peuvent  aussi  se  déduire  immmi" 
diatement  de  la  comparaison  des  séries  qui  expriment 
}es  fonctions  sin  x  et  cos  v  et  e* ,-  et  que  nous 
avops  données  plus  haut  (  leçon  IV  et  VI  )  ;  et 
ij  parait  que  c'est  de  cette  manière  qu  Eulcr  les  a 
Jç  premier  trouvées ,  comme  on  les  voit  dans  le 
tome  Vil  des  Miscelianea  Berolimnsia, 


Gomme    ces  mêmes  séries  avaient   été  donné  ci 


(  i33> 

pat  Ncnwton  dans  ion  commerce  avec  Oldenburg, 
et  étaient  aiim  connues  avant  la  fin  du  siècle  der- 
nier, on  au-oii  pu  des-lors  parvenir  aux  formules 
dont  nous  parions,  et  donner  par  là  à  la  théorie 
des  section»  angulaires  ,  la  perfection  qu'e'le  n'a 
acquise  que  cinquante  ans  api  es  par  les  ouvrages 
d'Euler. 

L'expression  des  arcs  en  logarithmes  imaginaires 
remonte  à  la  vérité  au  commence  m  cm  de  ce  siècle, 
et  c'est  une  des  plus  belles  découvertes  de  Jean 
Beraoulli  qui  l'a  donnée  en  peu  de  mots  dans  les 
mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  170t.  11  y 
était  parvenu  en  intégrant  par  logarithmes  1  élément 
"de  l'arc  exprimé  par  la  tangente  ,  comme  Lcibniu 
avait  trouvé  la  série  qui  exprime  l'arc  par  la  tan- 
gente en  intégrant  le  même  clément  par  séiie. 

Cette  découverte  couduisait  aussi  naturellement  an* 
mêmes  formules  ,  mr.is  elle  est  re*'éc  longtrms  stérile, 
tr  ce  n'est  que  lorsque  ces  formules  ont  é:é  connues 
par  d'autres  voies  qu'on  a  vu  qu'on  pouvait  les 
Urer  immédiatement   de  l'intégration. 


L'équatitn  cos  x  4-  sin  l/"  — .    x  —  e 


où  le  radical  j/  — -  1  peut  avoir  également  le 
Signe  «+•  cl  — ,  donne  toute  la  théorie  du  calcul 
des  angles.  Car  en  multipliaut  cette  équation  par 
l'équation  semblable 


t  i34  ) 

tâs  y  +   sin  y  \f  — .    i  x=  e  7  ^  ~"  * 
on  a 

[cos  x  +  sin  x  y  —  i  )  (  cos  y  +  sin  y  \f  — -  i  ) 
(«  +  *)*-». 

Maïs  en  mettant  dans  la  même  équation  x  +  yt 
i  la  place  de  x  on  a  aussi 

«w  (  x+y)  +sin  (x  +  .y  )  i^_  !  =  /*+J,)  *-" 

,     Donc  comparant  et  développant  le  produit ,  on  m 

eus  x  cos  y  —~  sin  x  sin  y 
+  (cos  x  sin  y  +  cos  y  sin  x)  X  l/  —  • 

s  cw  (  x   +  y  )  +  sin  (  x  +  y  )   j/  —    i ,- 

Et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour 
les  deux  signes  de  ^  —  1  ,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  séparément 

cos  x  cos  y-~-  sin  x  sin  y  =  cos  (  x  -+-  y)  , 

cos  x  sin  y  «+•  j/h  x  égj  jr  =  sin  (  a?  +  ^  )  » 

formules  qu'on  démontre  par  la  géométrie  ,  et 
qui  sont  le  fondement  de  toute  la  théorie  des  an- 
gles. 


(i35) 

La  même  équation  en  élevant  les  deux  membres  à 
lime  puissance  quelconque  m  ,  donne 

(  xcos  -+-stn  x  y  —  i)  w  =e        r 

Donc  aussi  en  mettant  dans   l'équation  primitive 
m  x  à  la  place  de  x  et  comparant  on  a 

(cos   x  +  sin  x  |/  —  i  )"• 
=  côs  m  x    +  sin  m  x  \f  —  i , 

formule  remarquable    autant    par    sa   simplicité   et 
son  élégance  que  par  sa  généralité  et  sa  fécondité. 

Il  paraît  que  Moivre  est  le  premier  qui  ait  trouvé 
cette  belle  formule;  on  voit  par  les  Misccllanea  ana- 
Utica  qu'il  y  a  été  conduit  par  la  considération  des 
sections  hyperboliques  comparées  aux  sections  cir- 
culaires. Maintenant  elle  est  devenue  une  vérité 
élémentaire  qu'on  qdémontre  par  le  moyen  des 
valeurs  de  sin  (  x  +  y  )  et  cos  (  x  +  y  )  que  donne  la 
géométrie  ,  en  considérant  le  produit  des  formules 
semblables  cos  ar  +  jjn  j  /  —  i  et  cos  y  +  sin 
y  \f—  i  ;  et  c'est  à  Euler  qu'on  doit  d'avoir  trans- 
porté ainsi  dans  les  élémens  une  formule  d'une  si 
grande  utilité. 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  on  ne  peut  la  dé* 
montrer  que  pour  des  valeurs  rationelles  de  m  ;  mais 
il  en  est  ici  comme  dans  la  formule  du  développes 
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ment  du  binôme  ,  et  en  général  dans  toutes  les  for- 
mules qui  contiennent  une  indéterminée  qui  peut' 
être  un  nombre  quelconque  rationel  ;  ce  n'est  que  par 
la  considération  des  fonctions  dérivées  qu'on  en  peut 
prouver  la  généralité  pour  une  valeur  quelconque 
de  la  même  quantité. 

En  prenant  dans  la  formule  que  nous  venons  dô 
trouver  le  radical  /•*  i  en  plus  et  en  moint,  ou  a 
ces  deux- ci 

Cos  imr+jinwa;/—! 
=  (  cos  x  +  sin  x  tf  —  i  T\> 

Cos  m  x  —  sin   vi  x  y   —  i 
=  [cos  x  —  sin  a/—  i  )  m ; 

d'où  Ton  tire  aisément 
Cos  m  x  =3 
(  c$s  x+  sinxyf —  i)m  +  {cos  x<— sin  x\f—\   *• 


Sin  m  x  = 
(cêsx  +  s*n  xyf —  i  ;m 


—  :  cos  x  —  sin  x  |/"  —  t  )* 


2j/    I 

Si  on  développe  les  puissances  m  •••  par  la  for- 
mule du  binôme,  les  imaginaires  disparaissent,  cl 
Ion  a  ces  expressions  en  série 

m 


(  >*l) 


COSX  — 


cos  m  x 
m  (  m  —  i  ) 


cos   x  m  —  *  # ùi  x  'À 


T  a.   3.  4- 


—  «c 


m—  i 


tin  m  x  =a 

^ COS  X         S  in  X1 


*+  ctc  ; 

Ces  deux  formules  ont  été  données  dès  1701  par 
Jean  Bernoulli  ,  dans  les  actes  de  Lcipsic ,  mais  sans 
démons  nation  ;  et  on  voit  par  la  lettre  129  du  commer- 
cium  fpistodeum  et  par  le  Traité  des  sections  coniquer 
de  l'Hôpital,  qu'il  les  avait  trouvées  en  cherchant 
successivement  par  les  théorèmes  connus ,  les  valeurs 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  doubles  et  triples  etc., 
et  observant  l'analogie  des  termes  de  ces  valeurs  avec? 
ceux  du  développement  du  binôme.  En  effet  si  on 
fait  successivement  y  =  x  ,  *  x  ,  3  x  etc  :  dans  les  for- 
mules données  ci  dessus  pour  sin  (  x  +  y  )  et  ces 
(*+.>"  )i  et  qu'on  substitue  à  mesure  les  valeurs  pré- 
cédentes on  trouve 

Leçon.  Torn.  X.  R 
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Cos  i  x  =  c $s  h*  —  sin  s* 

S  in  a  x  =  t  c  os  x  sin  h 

Cos  3  x  —  cos  xy  —  3  f  #5  ar  jin  ar 
Sin  1.  x  =  3  <0j  x1  sin  x  — -  j fn  x1 


etc 


dont  l'analogie  avec  les   termes  des  puissances  cor- 
respondantes du  binôme  est  manifeste. 

D'après  cela  il  est  étonnant  que  Jean  Bernoulli 
n'ajt  pas  trouvé  les  expressions  finies  de  sin  m  x  et  cos 
m  a?,  et  qu'il  ait  fallu  encore  vingt  ans  pour  qu'on  par* 
vint  à  la  formule  donnée  par  Moivre.  Ainsi  Jean  Ber- 
noulli a  touché  deux  fois  à  la  même  découverte  ,  et  il 
eu  a  laissé  la  gloire  à  ses  successeurs. 

Les  formules  précédentes  renferment  les  puissances 
de  sin  x  et  cos  os  mêlées  ensemble  ;  comme  Ton  a 
toujours  cos  x  •  -f  sin  x  2  =  i  ,  il  est  possible  de 
faire  disparaître  toutes  les  puissances  paires  de  sin  m 
ou  de  cos  x%  et  avoir  des  formules  qui  procèdent 
suivant  les  puissances  de  cos  x  ou  sin  x. 

Il  serait  difficile  de  parvenir  a  des  séries  régulières 
par  la  simple  substitution,  mais  les  formules  connues 

t  cos  x  cos  m  x  =  c  os  (  m  +  i  )  x  +  tos  C  m  — -  »  )  * 


t  m  x-  un  m  x  —  sin  (  m  ■+-  i  )  j  +  ji*  (  «  —  i  )  x 

font  voit  que  Ici  cosinus  et  sinus  des  multiplet  de 
*  farmeat  deux  séries  recuneatts  dont  l'échelle  do 
relation  est  3  coi  x  *—  1. 

Ainsi  en  partant  des  premières  valeurs  de  f  oj  m  £ 
et  Jia  ta  i  lorsque  ro  =  o  et  m  es  i  ,  et  menant 
par  plus  de  simplicité  p  et  £  &  la  place  de  C0J  J 
eu*ii  s  on  trouvera  successivement 

cd;  o  ^  e  i 

ççj  X  se  p 

r»  ifci  £  f  m  x—  ces  û  x  =z  t  p  *  —  I 

etc. 

d'oh  iciulte  U  table  suivante  i 


CM  *    =  p 

i*s5x  =  4f-—jp 

ces  4  Bss8f*  ~.8/>*  +  t 

tos  5  x  se  16  p%  -—  to  p 3  -4-  5  p 


-  3f 


M) 


(   Mo  ) 


Et  en   gênerai 

tn  f w  —  4)  (w  — 5)   .         »         r     . 
£*-* i(t#)»-6  +  etc. 


On  trouvera  de  même 

'     JÏII  a*  =  ? 

sin  «  x  =  t  p  q 

sin3  x=(4p7  —  i  )q 

J/J14*  =  (8/>3  — 4/0*, 

lin  5  x=  (  i6/>*~  ia  j>*  -f-  i  )  q 

etc. 

Et  en  général 


.(BJ 


ft'nma:  =((«/>)•»-•  —  (m—  t)  («^)»!r* 


Ccsïénes  procèdent  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  p  ;  on  peut  en  avoir  aussi  qui  .procè- 
dent  suivant  les  puissances  ascendantes    de    p  ott 


(  *4*  ) 

étq\  mais  il  faut  alors  distinguer  les  cas  de  m  impair 
<m  pair. 

Soit  i*.  m  impair  on  aura 


w3x=— (  3p— 4p3) 
as  5x  =  bp  —  îop34*  16  ps 


(C) 


Et  en  gén'eral 


_     m(m*  —  1)     a 


v       2  2.3 


w(tn«--  1  )  ?(  m*   —  9) 


*.  3.    4.    S. 


/>  5  —  etc.  ) 


Le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  m  est  de 
la  forme  4  n  4.  1  ,  et  l'inférieur  pour  celui  où  m  esc 
de  la  forme  4  n  H- 3. 

On  aura  de  metne  lorsque  </»  est  impair 

sin  x  =  q 

sinZ  x=—  q(  1  +  4^} 

jûi  5  x.=  $  (  1  —  12  p1  ■+•  16  />*  } 

etc. 


(<;) 


Et  en  général 


("Mt  ; 


tm 


,         m*— t  (m* — i)(m*  —  g)    _ 

(tf„)(tf-9)(,..,i)       6       ^ 
t.        3.     4.      5.       6.  r 


où  Ton    observera    à  regard  des  signes   ambigus  , 
la  même  règle   qye  ci-dessus. 

Soit  s9  m  pair  on  aura 


wni= — ( 

I  -.!**) 

cos  4  x  =  1  — 

8p2-*-8/>* 

cûs  6  x  =  —  (  1 

— 18^-+-4 

etc. 

Et  eu  général 

<*0 


v  9    r   J  t.    3.    4        * 


m7  (m2— 4)  (m»-»  16  ) 
«.  3.  4.  5.  6 


^  4-  etc. 


Ensuite 

Jf  *  t  x  =  i  f 

»*4*:r:  —  ?(4/>  —  8f5  | 

rinG*e=fl{6J— 3z/>3  +  3i  />5  ) 

etc. 

h  tu  général 

-w*                tn  f  ma  —  i)    . 
an  BIX  =  -*«  r  m  p  —  — 1 rJÎ_  jj1 


(*ï 


mfm2  —  4)  (m1—  î6)/ 


i.  3-4-5' 


/»—  ctc,)y 


A  l'égard  des  signes  ambigus  ,  on  prendra  Ici 
lignes  supérieurs  lorsque  m  est  de  la  forme  4  n,  es 
les  inférieurs  lorsque  m  est  de  la  forme  4  n  +  t. 

Enfin  on  aura  aussi ,  à  cause  de  p%  =  1  *—  q* , 

1°.  pour  le  cas  de  ni  impair 

roi  x  =  p 

cw  S  x  =  p  (  1  ~  4  $a  ) 

w5  x=xp  (  i  — n  ga-f  16  q*) 

etc. 


(G) 


cos  m  H 


' ,  (  M4 ) 

Et  en  général 

—  ' ^ ^"^ «       +   ClC-  ) 

2.        3.     4.      ;>.      o  / 

Ensuite 

si n  .t  =2  q 

jin  3^=3   ^  —4  q* 

3in  5  x  =  5  ^  —  «0  ç3  4-  *5fl* 

etc* 
Et  en  général 


3in  m  x  z=z  m  q 


iftn*—  1  )    . 

__ , 


tu  (gi«  —  1  )(*?'  —  "9  )     t  _ 

"r  r  H 

2.  ;.  4.  5 

t°.  Pour  le  cas  de  m  pair 

a>j  2  a;  =  1  —  s  q* 

€  os  4  X  =  1   —  8  f 2     +    8    $* 

coi  6  *  =  1  —  18  ^2-+-48^4  —  j,  ^6 
etc. 


etc. 


(« 


\ 

s 


e 


(«45  1 


Et  «n  général 


m* 


cos  m  X  s=  I  — q 


.  +  ïLC^r-l)  ,4 


_  *»*  (  w'  — 4  )    (**  —  rfc) 
s.   3.    4.    5.     6 


s.  3.   4 
q6  +  etc. 


Ensuite 

5tn  3  «  =  -*  f  q 

MBb*B=j/  (  6  q  —  3*  qs  +  3*  }5  ) 
etc. 


(*> 


f      m 


m  (  m*  —  4  )      . 
m*zxp(mq ^~Q r 


2.3 


f    mfro2  —  4  Wm2—  16) 
+         ».  3.4.   5 ''*>-<"' 

J'ai  rapporté  ici  ces  différente*  formules  parce  que 
je  ne  connais  aucun  ouviage  où  elles  se  uouvent 
lénnies ,  et  sur  tout  parce  qu'elles  nous  fourniront 
l'occasion  de  faire  plusieurs  remaïquei ,  qui  pourront 
intéresser  les  lecteurs. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  formules  dea 
Leçons,  Tome  X,  S 
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tables  (  A  ) ,  (  B  ) ,  (  H  )  et  (  1  ;  ont  été  trouvé**  pal 
Viete  et  répondent  à  celles  que  Ton  voit  aux  pages 
îq5  ,  297  et  299  de  ses  oeuvres  imprimés  à  Léidc  en 
1646.  11  faut  seulement  observer  que  Viete  a  consi- 
déré les  cordes  plutôt  que  les  sinus  ou  cosinus  ; 
or  s  cos  x  étant  la  corde  du  complément  à  la  demi- 
périférie  de  l'angle  2  x,  *  cos  *  x ,  2  cos  3  x  etc, 
seront  les  cordes  des  complémensdes  angles  doubles  , 
triples  etc  ;  et  la  table  (A)  deviendra  celle  de  1m 
page  29Î1  de  Viete  ,  en  multipliant  tous  les  termes  par 
t  et  taisant  *p  =  JV,  («/>)  2  =  (£,  (  2/>)3  =  Cetc. 
suivant  sa  notation. 

A  Tégard  de  la  table  de  la  page  297  de  Viete,  elle 
donne  le  rapport  des  cordes  des  arcs  doubles  ,  triples 
quadruples  etc  ,  à  1*  corde  de  Tare  simple;  et  le 
premier  de  ces  rapports  y  est  désigné  par  JV  v  dont  le 
carré  est  (£,  le  cube  C  etc.  Ainsi  en  prenani  2  sin  9 
pour  la  corde  de  Tare  simple,  ces  rapports  seront  re- 

jîfi  2  x       sin  3  x 

présentes  par    — : ,  ■ -etc  ;    et   la    table 

r  r  sinx'       sin  x 

dont  il  s'agit  s'accordera  avec  la  table  (  U  )  en  faisant 


lin  2  x 


=  2  p  =  JV ,  et  divisant  chaque  équation  par 


sin  x 

la  première. 

.    La  table  de  tapage  299  de  Viete  renferme  les  deux 
tables  (  H  )et  (I)  en  multipliant  tous  les  termes  de 


(  M7  > 

ttl  tables  par  t ,  et  faisant  stfssJV,  («?)*  —  £ 

II  m'a  para  intéressant  de  montrer  ce  que  Victe 
avait  fait  sut  l'objet  dont  il  s'agit,  et  surtout  d'indi- 
quer  lesquelles\des  formules  connues  pour  la  mul- 
tiplication de*  angles  lui  sont  dues  ,  ce  qu'on  n'a- 
fait  pas  encore  fait ,  que  je  sache  ,  d'une  manière 
tout-à-fait  exacte. 

Au  reste  Viete  n'a  pas  donné  les  formules  géné- 
rales dé  ces  tables;  il  a  donné  simplement  le  moyen 
de  les  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  ,  en  indi- 
quant la  loi  des  termes  et  de  leurs  coéficiens. 

Dans  les  mêmes  actes  de  Léipsic ,  pour  1701  déjà 
rites  plus  haut  %  Jean  Bernoulii  avait  aussi  donné  sans 
démonstration  une  formule  généralepour  les  cordes  des 
ara  multiples ,  laquelle  revient  à  celle  de  la  table  (  B  ), 
en  observant  que  t  q  est  la  corde  de  son  complément 
i  la  demi  circonférence. 

Ensuite  Jacques  Bernoulii  a  donné  dans  les  mémoi- 
res de  l'Académie  des  sciences  de  1702  ,  deux  for- 
mules pour  les  cordes  des  arcs  multiples,  oui  répon- 
dent aux  formules  générales  des  tables  (  H  )  et  (  1  )  en 
observant  que  a  q  étant  la  corde  de  Tare  2  x  ,  et  a  p  la 
corde  de  son  complément  2  sin  m  x  sera  la  corde  de 

''arc  mtup    1  et  2  cos  mx  la  corde  de  son  complément; 
nais  la  première  de  ces  deux  formules  avait  déjà  C:i 


(  148) 
donnée  par  Newton  dans  »a  première  lettre  à  Oldei 
burg  ,  imprimée  dans  Us  oeuvres   de  Walhs. 

Enfin  nous  remarquerons  qu'il  n'y  h  que  les  fc 
mules  générales  des  table»  [A)  IB).(D).(F)ï 
se  trouvent  dans  l'introduction  'l'Enter  (  cîiap.  XIV 

M  »is  toutes  ces  formules  n'ont  é'é  données  ji 
qu'ici  que  par  inJuciioii  ,  ou  bien  en  suppôt; 
que  le  nombre  m  est  un  des  nombres  de  la  se 
1  .  a  3  eic  de  sorte  qu  on  peut  douter  si  elles»; 
pliquent  à  d'autres  valeurs  de  m. 

De  plu*  fi  on  considère  les  formules  des  tables  (. 
cr  (  B  )  .  on  voii  qu'à  la  rigueur  elles  vont  à  i\nl 
ménae  loi*  :ue  m  tM  un  nombre  entier  positif  ;  car 
faisant  m  —  i  ,  la  première  donne 


p        -      —       b4P* 


€t  la  seconde  donne 


4P2  i6^4 


sinx=q  +    T^r  +    -~ZT  +  ctc  • 


valeurs  qui  sont  évidemment  fausses.  Il  en  sera 
même  en  donnant  à  m  d'autres  valeurs  quclconqi 
entières  et  positives ,  et  tenant  compte  de  tous 
termes  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Il  est  vrai  que  par  la  nature  des  tables  (  A  )   et  ( 
dont  ces  formules  ne  sont  que  le  terme  général , 


(  149  ) 
ne  doit  y  employer  que  les  termes  qui  contiennent 
dei  puissances  positives  de  f  *,  mais  comme  les  termes 
qui  suivent  ne  sont  pas  nuls  ,  on  ne  voit  pas  àprioti 
pourquoi  on  doit  les  rejeter  ,  et  on  voit  moins  encora 
ce  que  la  formule  exprimerait  en  ne  les  rejet  tant 
pas.  Nous  réserverons  le  dénouement  de  ces  difficultés 
pour  la  leçon  suivante. 


(  l5°  ) 

LEÇON      ONZIÈME. 

Suite  de  VAnalise  du  Sections  angulaires. 

Reprenons  les  expressions  générales  #'e  cos  m  &À 
et  sin  m  x  données  dans  la  Leçon  précédente  \ 
faisant  c$s  x  =  p  ,  et  par  consécjuent  sin  *s  / 
(  x  ~~  p2)   on  aura 

*   cos  m  x  =    (  p   +  {f   (  p2  —  x  )  )"» 
+  (  P  -  V  (  />f  -  »  )  )m 

—  (p— l/<P*  —  D)m.- 

Nous  observerons  d'abord  que  ces  formules  sont 

toujours  vraies  quel  que  soit  le  nombre    m,    parce 

qu'elles    ont   été    déduites    de    l'équation    générale 

±*  V  ~~I 
*w  *  ±  jin  x  ^A  —  i  =  e  élevée  à  la  puis* 

sance   m.    Ainsi  les  doutes  qui   pourraient  rester  à 

cet  égard   disparaissent  ici  entièrement. 

Tout  se   réduit  donc   à   développer ,  suivant  les 

puissances  de  p ,  l'expression   (p±\f  [p*~  i))m 

Comme  les  quantités  p  +  {S  (  p2  —  i)  et/;  — 
j/  (p2  —  i  )  sont  les  deux  racines  de  l'équation 
zc—  f  p  2  +  1  =  0,  je  lerai  usage  du  théorème 
que  j'ai  démontré  dans  la  note  XI  de  la  Résolution 
des  équations  numénques  sur  la  somme  des  puissance! 
des   racines   des  équations. 


(  i5i  ) 
Suivant   ce   théorème  ,    ti    on   a   une    équation 
quelconque  de  la  Forme 

ti— jc-J-   f  x  =  o  y 
oà  x  est  l'inconnue  ,    la   formule 


u 


—  m 


(  ./  — myyi  M     f 


etc. 


n'étant  continuée  que  pendant  Ici  puissances  né^a- 

emeg 

nrci  de  u  donne  la  tomme  des  puissances  ~"m 
de  tome»  les  racines  ,  nuis  étant  continuée  à  l'infini 
elle  ne  donne  que  la  même  puissance  de  la  plut 
petite  des  racines.  Les  quantités/*2  u,  /3  u  etc  sont 
le  carré,  le  cube  etc  defx;  et  le>  traits  appliqués  aux 
'parenthèses  désignent  les  fonctions  dérivées  des  fonc- 
tions de  u  renfermée»  entre  ces  parenthèses. 

Ainsi  dans    notre  cas  si    on    change   z   en  x  et 
qn'on  divise  l'équation  par  s  p,  coeficient  de  x ,  elle 

1  x* 

deviendra  —  x  +  — ■  =  0  ,  laquelle  étant  com- 


x                    x^ 
paréeàu— •  jc  +  /x  =  0  donne  u=  —  et/r  = 

1  *p      J  *p 


donc/*u  =  ~  1  de  manière  que  la  séiic  précé- 
dente  deviendra 


(  i5f  ) 
T  *V  ^  v      a.  4P2' 

+  ^       ..3.8*»)     +     etCî 


où  il  faudra  faire  u  =  — -  après  avoir  pris  lei  fonc- 
tions dérivées  ,  désignées  par  les  traits  appliqué! 
aux  crochets. 


Or(tt~m)'  =  —  m  tt—  w-lf  ((  ti-m)'tt4)' 
=  (  —  mtt-m+s)'  =  iii(m      3)u—  «  +  », 
((u-«)'  t*6)"  =  (—  jwii-«  +  5)".  =  —  * 
(  m  =  5  )  (m—  4)u— m  +  3,ctc. 
Ainsi  la  série  deviendra 

m 

«  —  >»•—. u  —  tn  +  t  j. 

ap  T       *.  4P3 


m  (m—  3  )  . 

«.4P3 

»7»4)(»- 3>  -  +  . 


etc. 


On  voit  que  les  puissance»  de  «  seront  négatives 


(  x53  î 

étant  ptiidf ,  tant  qu'aucun  des  facteurs  m  *—  3  , 

t  —  4 ,  m  —  5  etc.  ne  deviendra  négatif;  ainsi  pour 

Bavoir  égird  qu'aux  ternies  qui  contiendront  de»  puis- 

|  Mdcci  négatives  de  t* ,  il  tuifira  de  pousser  la  série 

jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  facteur»  dont  il  s'agit 

c  vie  une  ncgatiL 


Filions  maintenant  «^  —  —  tl  la  série  deviendra 


.Utr-mitp)* 


t  —  i        m(m—$) 


(*P) 


m*  4 


t  »   3 

laquelle  étant  continuée  feulement,  comme  on  vient 
de  le  dire  *  exprimera  la  valeur  de 

et  qui  en  la  même  chose  que  la  valeur  de 
&  came  de 

(P+ v/(/»î-i))(x(p-  V(r~  «))  =  « 

'  Ainsi  dans  cet  état  la  série  dont  il  s'agit  donnera  la 
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.  J 


(  ï54  ) 

valeur  de  *  cos  n  x  ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formulé; 
de  la  Mbit  (J). 

Mais  si  on  continue  la  série  a  l'infini, alors  elle  ne 
donnera  que  la  valeur  de 

(  P  -  V  iP7  —  l  )  )  ~  m  i  P«îsque  p  —  \f  .  p'  —  i  ) 
est  la  plus  petite  des  deux  racines  ;  ou  ce  qui  revient 
au  même,,  elle  donnera  la  valeur  de 


Pour  nous  convaincre  en  effet  que  la  série  précé- 
dente ptise  dans  toute  son  étendue  n'est  que  le  déve- 
loppement de  cette  quantité  ,  nous  allons  cherches 
ce  développement  d'une  manière  directe  ,  ce  qui 
seivira  d'exemple  de  la  manière  d'employer  les  fonc- 
tions dérivées  dans  ces  sortes  de  recherches. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  développer  l'expres- 
sion (  •  -h  \f  (  p7 — i  }  y1  dans  une  série  descendante 
de  la  forme 

Apm  +  D  pm~l  +  C  r"2  +  Dpmmmi  +  etc 
Si  on  divise  de  part  et  d'autre  par  pm  et  qu'on  fasse 

i 
=2  on  aura 


(i-f-j/  ri—  zV)m  =  ,4  +  Bz-t-C2*-f-Di3+etcï 
où  l'on  voit  que  Ja  série  ne  peut  avoir  que  des  puis- 
sances, paires   de  z. 

Ainsi ,   en  faisant  u  =  z2  ,  on  aura  la  fonction 


(   i55  ) 
f-j   +  •/(l_tt))m  a  développer  suivant  les  puis- 
lances   de   u. 

Donc  par  la  formule  générale  donnée  à  la  fin  de  la 

leçon  IX,  si  on  fait/u  =  (  i  -f-  V  ( |— ")  )  '"  on  aula 


où/,/',/"  sont  les  valeurs  de/u,  f'u  f'utic. 
loisque  p  =  o. 
Ainsi  on  trouvera  d'abord/  —  «m  ;   ensuite  on 

aura/'«  = j-    X  7~[— T) 

etde-là/r=  —  m  X  *  m  ""  "  î  «^  ainsi  <*e  Sl*ite. 


On  peut  de  cette  manière  avoir  successivement  tous 
les  coéficiens  de  la  série,  mais  on  n'en  aura  pas  la 
loi,  ce  qui  est  le  plus  essentiel. 

Pour  la  trouver  d'une  manière  générale,  je  reprends 
la  formule  en  p  et  je  la  suppose  égale  à  jr  %  ce  qui 
me  donne  l'équation 

Je  PC  marque  maintenant  qu'un  des  principaux  avan- 
|  tageides  fonctions  dérivées  eut  de  pouvoir  faire  dis- 
I  paraître  dans  les  équations  les  puissances  et  les  radi- 
t  eaux.  En  effet,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  pat 
:  «apport  zp  et  regardant  y  comme   fonction  de  p  % 

on  a 

T  a 


(158) 


m 


(/>  +  ^(ï'*-i))M",(tV(F:l 


C9    =-. ; —  ; 

Cette  équation   divisée   par  l'équation  primiti 
donne 

iL  =  m 

multipliant  en  croix  et  carrant  on  aura 


J  2 


(p2-0 


•m*  y7. 


Prenant  de  nouveau  lçs  fonctions  dérivées  par  ra 
port  à  p  on  aura 

i  jr' y'  {p2  —  i  )  +  »^'2  p  —  *  m*  jr  y 

d'où  en  divisant  par  s  y  résulte  cette  équation  < 
second  ordre  en  ^  etp, 


»V" 


■?y-(p2-ib'"=^ 


laquelle  étant  comme  Ton  voit  linéaire  par  rapport  a 
et  dégagée  de  radicaux,  est  très-propre  au  dévelopj 
ment  de  y  en  série. 

En  effet  il  n'y  a  qu'à  substituer  pour  j-  la  série 


'Apm+BP 


m— i 


m— 2 


+  CPm-'  +  Dpl 


-Hei 


et  par  conséquent  pour  y. 

tnAp  m-l  +  {m  —  l)Bpm^*m:'  +  {m-r.*)Crm, 

rHCtC, 


m  —  * 


(  1*7  ; 

te  poury 

m[m-i)Apm~2  +  (m~-  *>(m  —  2)Bpw"■, 
+  etc. 

Ordonnant  Ici  termei,  suivant  lei  puissance»  de  p  , 
opr  aura 

(*»f  A-mA-  m  (m—  i)  A  )pm 

+  (w2C  — (m— s)G—  (m  — i)  (m—  3  )G 
+  «    (m~i)A)p*-2 

+  (;»*  D  —  (as  — 3)D~  (ai  —  3)  (m  —  4)  D 

-4-    (  **—  1)  (»-«jB)  /;m" 
'+  etc  j  =  o- 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépen- 
damment de  p ,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  coéficient 
de  chaque  terme* 

Le  coéficient  depm  digparaiisant  de  lui-même,  c'est 
une  marque  que  le  coéficient  A  demeure  indéter- 
miné. 

Le  coéficient  de  pmmm  x ,  se  réduit  à  m*  B  — 
(w  —  1  )f  B  qui  ne  peut  devenir  nul  à  moins  de 
faire  B  =  0.  Or  B  étant  nul ,  il  est  facile  de  voir  c]ue 
les  coéficiens  de  ^ro-s^m-s  tic%  ne  pourront 
ypui  dçvepir  nuls  t^u'en  faisant  D  =^  o,  F  =  0  etc. 


(-.58) 

Maintenant  le  eorficienc  de  p  m  """  a    se  réduit 


Celui    Se  // 


m  —  4 


se  réduit  de  même  à 


m2£  — (m  — 4)?£  +  (m— 2)(m— 3    C. 

et  ainsi  des  autres. 

Oq  aura   donc  ,  en  léJuisant,  les    équations 

4  (m —  i  )  C  +  m  (  m  —  i)  A  —0 

8(ro— 2)£  +  (m  —  *)(m— 3)C=o 

i«  (m  —  3)  G  +  (m  —  4)  (/«— 5)  £==* 
etc  ^ 

Lesquelles  donnent  la  loi  ,  suivant  laquelle 
coeficiens  A  ,  C,  £,  G  etc,  dépendent  les  uns   < 
autres. 

Oa  tire  de  ces  équations 

m  A 


E=z  — 


(m— .  3)Ç    _m  (m_  3  ) 


8  4.  8 

(m->4  )  { m  —  5  )  E  _       m  (  m  —  4  )  '  m. 


s<  l»~3) 


4.8.  i« 


(.139  \ 
Or  nom  avons  vu   cjtre  le    pre mW   corTc'eni  A 

«I  égal  à  s-1  ;  ainsi  on  aura  ce  dévt;loppc**uuL 

m— i  m  'r> %\  rn-^4 

«=(.f)-_m(«F)  + (t?) 


— ^ -^     ^- (*P)m         +    etc. 


comme  on  Ta  vu  ei-dessui*  mais  fanatise  pïfeé- 
dcitc  eu  générale  pour  une  valeur  quelconque 
de  m* 

Maintenant  pour  avoir  !a  valeur  compîctre  de  a 
«j  m  x,   il    faut    avoir    encore    le    développement 

de(p  — \f  (P*  —  *  )  )  m#  Comme  cette  expression 
ne  diffère  de  celle  que  nous  venons  de  traiter  que 
par  le  signe  du  radical ,  lequel  ne  se  trouve  plus 
dans  l'équation  dérivée  en  y  dont  nous  avons  fait 
usagé,  il  s'ensuit  que  la  même  formule  que  nous 
venons  de  trouver  pourra  encore  s'appliquer  à  ce 
développement.  Il  but  seulement  rermriuer  que 
comme  les  premiers  termes  du  radical  \f  (p2  — •  i  ) 

«ont  p  —  —  +  etc  ,  le  premier  terme  du  déve- 

r        «  p 


loppement  dont  il  s'agit ,  sera 


(«#)" 


;  de  sorte  qu'ici 


(  i6o  J 

il  faudra  prendre  m  négativement ,  et  comme  l'éqti* 
tion  dérivée  en  f  ne  contient  que  «*,  on  aura 
nécessairement  la  même,  série  en  y  changeant  seu- 
lement m  en  — -  m  ;  ce  qui  suit  d'ailleurs  aussi  d< 
ce  que 

</>-^c/>t-irtm=(>+v'(/',-«>)'"m; 

on  aur*  donc 


—  m 


(I/O  -*-«(!/>) 


—  m  — a    ,    m(m+3) 


4 


itP)       -\ — . — ^rr~i <ar> 

Ainsi  réunissant  les  deux   séries  on  aura  . 
skwib  x  =(a/>m)  —  «(  a/»)  "•"  a 

t 


etc. 


Ce: 


(Test  le  développement  complet  de  tôt  m  x  ea 
puissance  de  roi  a:  pour  une  valeur  quelconque  de  m* 

Si  maintenant  on  fait  ici  m  is»  I  ,    on  a 


i                  i                   « 
wx=j — — — ctc, 


+  77  +  *7  +^F"+C,C- 

Ou  Ton  voit  que   les  deux  séries    se    réduisent    au 
premier  terme  p. 

En  donnant  à  m  d'autres  valeurs  entière!  et  positi- 
ves quelconques  on  trouvera  toujours  jue  la  seconde 
léiie  qui  contient  les  puissances  négjtives  de  p  servira 
a  détruire  dans  la  première  série  tous  les  termes  qui 
contiendront  ces  mêmes  puissances  ;  c'est  ce  qu'on 
peut  démontrer  en  général  par  la  loi  mêms  des  deux 
sériel  ;  de  sorte  que  le  résultat  se  réduira  aux  seuls 
termes  de  la  première  qui  contiennent  des  puissan- 
ces positives  de  p  ;  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans 
cette  série  que  les  termes  où  p  est  élevé  à  une  puissan- 
ce positive  ,  ou  nulle  ;  comme  nous  Pavions  trouvé 
plus  haut  par  une  autre  voie. 

Ma;s  lorsqu'on  donne  à  m  une  valeur  fractionaire 
quelconque,  les  deux  séries  ne  se  détruisent  plus ,  et 
leur  réunion  est  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  com- 
plexe de  c9s  m  <r. 

En  prenant  la  différence  des  deux  séries  au  lieu 
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(  i6t  ) 
de  leur  somme  on  aurait  la  valeur  de  sin  m  x  j/^  —  i  ; 
mais  sin  m  x  serait  exprimé  de  cette  manière  par 
des  séries  infinies  ci  imaginaires.  Pour  avoir  une 
expression  réelle  ,  ilsuifit  de  considérer  que  laibnc* 
tioa  dérivée  de  cos  m  x  est  —  m  sin  m  x ,  et  quo 
celle  de  p  esc  —  q ,  puisque  p  =  cos  x  %  et  q  =  sin  x  | 
de  manière  qu'en  prenant  les  fonctions  dérivées  des 
séries  trouvées  pour  cos  m  x ,  on  aura  sur  le  champ 
en  changeant  les  signes  et   divisant  par  f  m 


(m— 3)(m—  4)  »-§  v 


m  -S 


~((«/>rm  ,  +  («+«)(«*ri— • 


4.  (m-*-3)  (»4- 


Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme 
finie  ,  lorsque  m  est  un  nombre  entier  par  la  des- 
tination mutuelle  des  termes  qui  contiendraient 
des  puissances  négatives  dep  ;  de  sorte  que  m  étant 
un  nombre  positif  entier, il  suffira  de  ne  prendre 
dans  la  première  série  que  les  termes  qui  con- 
tiendront des  puissances  positives  de  p;  ce  qui 
s'accorde  avec  la  formule   de  la  table  (  B  ). 

Lorsque  m  est  un  nombre  fractionaire  les  deux  sé- 
ries vont  &  l'infini  et  jointes  ensemble  donnent,  la  vraie 
Valeur  de  sin  m  x  développée  suivant  les  puissances 


(  «63  ) 
descendantes  de  cos  x ,  comme  cela  a  lieu  pour  la  va- 
leur de  cos  mx* 

Euler  a  le  premier  reconnu   cette  espèce  d'imper- 

i  fection  des  formules  connues  des  tables  (  A  )  et  (  B  )  ; 

\  Ha  fait  voir  par  une  analise  à  peu  près  semblable   à 

\  celle  que  nous  venons  de  donner,  que  ces  formules 

L  pour  être  générales  et  applicables  à  des  valeurs  quel- 

\  conques  de  m,  doivent  être  complexées  par  des  for- 

!'  mules  semblables  où  l'exposant  m  est  négatif. 


I       J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  détail  pour  Finstruc- 
|     tion  des  jeunes  analistes  ,  et  surtout  pour  montrer  que 
\     li  lanalise  paraît  quelquefois   en  défaut  ,  c'est  tou- 
jours faute  de  l'envisager  d'une  manière  assez  éten- 
'     due  et  delà  traiter  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  susceptible  (voyez  le  tome  IX  des  novi  Acta  de 
l'académie  de  Pétersbourg  ) 

Nous  venons  de  développer  les  expressions 
(f  ±  /(  p2  —  î  )  )m  suivant  les  puissances 
descendantes  de  p  ,  on  peut  de  même  et  par  le 
moyen  de  la  même  équation  dérivée  en  y  les  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  do  p  , 
ce  qui  nous  donnera  les  formules  des  tables  (Ci, 
(D),(JB),(F),  et  pourra  même  servira  les 
compléter  pour  toutes  les  valeurs  de  m. 

Supposons  donc  en   général 

y  =  A  +  Bp  +  Cp2  +  Dp*  +  etc. 

Substituant  dans  la  même  équation,  et  ordonnant 
suivant  les  puissances  de  p-  on  aura 


m* 


A  +  2  C 


+    [m2  B  —   B  +  2.  3  D  )  p 

+  (  m*  C  —  «  C   +  3.  4  £  — .  2  C  )  ;>« 

+   (WD—  3  D  +  4.  5  F  o_  *.  3  D  )  j>3 

+  (*»  £  _  4  E  +  5.  6  G  —  3.  4  £  )  p4 

4-  ctc  :   =  o. 

Egalant   donc  à  Jtéro  chacun    des    coéficiens   d 
puissances  de  p  on  aura  ,  en  réduisant 

m2  A  +  2,  C  =  0 
(  w2  —   1  )  B  +  a.  3  D  =  o 
(  m2  —  4  )  C  -4-  3.  4  £  =   o 
(  »8  —  g  )  D  -«-  4-   $  F  =  o 
(m2  _    16  )  E   -f-  5.  6  G  =  o 
etc. 

D'où  l'on  tire  en  substituant   successivement  1< 
valeurs  précédentes 


m2  A 
2.  3 


_  (  m2  —  1  )  B 


D  =  — 


£  —     *»*  (  w*  ~  4  •'  >4 
2.   3.  4 

F  =    f»' -0(«i»—  9  3g 
2.  3.4.  5 


I  i65  ) 

—  _  m*  (  m7  —  4  )   (m1  —  16  )  4 
~  iT~3  4.   5.  6  ~" 

etc  : 

Les  coéfîciens  A  et  B  étant  restés  indéterminés,  il 

faudra  les   déterminer  par  la  nature  de   Ja  fonction 

y.  Or  il    est  visible   qu'on   a   À  =  y  et  B  =y'  en 

faisant   p  =  0.  Ainsi   puisque    la    fonction  y    est 

égale  àfp+(t/*/>2  —  1)  )     ,  on  aura  d'abord 

en  faisant  />=o,^=  (|/  —  1  )m-  Ensuite  , 
en  faisant  p  =  o  dans  la  fonction  dérivée  y' 
trotyée  ci  -  dessus ,  on  aura 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  A  et  B ,  on  aura  le  dé- 
veloppement de  l'expression  (  p  +  \f  (P2  —  l)J 
Pour  avoir  celui  de  l'expression  (p — 1/(/>2  —  1))  m* 

il  n'y  aura  qu'à  prendre  le  radical  j/"  (p2  —  1  ) 
en  moins  ;  mais  comme  ce  radical  n'entre  plus 
dans  l'équation  dérivée  en  y  par  laquelle  nous 
avons  déterminé  les  coéfîciens  de  la  série  ,  il  s'ensuit 
.  qu'on  aura  la  même  série  pour  cette  dernière  ex- 
pression que  pour  la  première  ,  aux  coéfîciens  A  et  B 
près  ,  qui  pourront  être  diffère ns  ;  et  on  trouvera  ici 
le  même  procédé  , 

A  =(—  \f—  i)m  etB  =  *i(V—  ï  )m~X- 

Donc  puisque  la  somme  de  ces  deux  expressions 
donne  la  valeur  de  s  cos  m  x  t  comme  on  Ta  vu 
plus  haut,  on  aura  cette  valeur  en  substituant  dans 


(   i66) 
la  série  A  4-  B  p  +    C p2    +   etc  à  la  place   de 
A  et  B   la   somme   des  deux   valeurs,    qu'on   vient 
de   trouver,  c'est  à  dire  , en  faisant 

B=m(t/-,)m-t  +«(_v/_i)TO-1 

D'où  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  m  est  un 
nombre  entier  impair ,  on  aura  A  =  o  ,  B  =  rh  9  m  \ 
et  que  lorsque  m  sera  pair  on  aura  A  =  ±«,B  =  o. 

Mais  pour  avoir  les  valeurs  de  A  et  B  dégagées 
d'imaginaires  pour  toutes  les  valeurs  de  m  ,  il  n'y 
a  qu'à  employer  la  formule  générale 

(  c  os  x  -f-  sin  x  \/  —  î  )  =fW«x+  sin  m  x  {/ —  i 
et  y  supposer  x  égal  à  l'angle  droit  ,  car  alors 
€05  x  =  o  et  sin  x  =5  1  ;  ainsi  en  adoptant  l'angle 
droit  pour  l'unité  des  angles  ,  et  prenant  le  radical 
/  —  1  en  +  et  en  —  «  on  aura 

(db  l/  —  ï  )m  =  cos  m±  sin  mt[/  —  1, 

et  les  valeurs  de  A  et  B  deviendraient 

A  =  2  c  os  m  ,  B  —  2  mcos  [m  —  1 }. 

On  aura  donc  en  général  pour  un  nombre  quel- 
conque m  , 

(m 
1  —  — 

m»(m*—  4)(m2--  16) 


fi.  à.  4.  5.  6 


m2  (m3  — 4)     t 
a.   3.  4     ^ 

pc   +   etc) 


(  »67  ) 
x  *  m  (m*  —  t  ) ,, 

+ ,.i.  4.5 '    -  "°  ) 

Teleu   le   développement  complet  de  ços  m   x 

en  série   ascendante  de  p    ou  cos  x.  On    voit   que 

lorsque  m  est  un  nombre  entier  ,  il  y  a  toujours  une 

des  deux  séries    partielles   qui  se   termine  1  et  que 

l'autre  qui    irait  à   l'infini ,    disparait    parce  qu'elle 

se  trouve  toute  multipliée  par' nu  coéficient  cos  m 

ou    cos   (   m   *-  j    )   qui  devient  nuU  Ofc  a  alor» 

lune  ou  l'autre  des  formules  des  tables  (  C  )  et  (  E  ). 

Mais  lorsque  m  est  une  fraction  quelconque  ie$  deux 

séries  vont  à  l'infini  et  leur  rénnion  est  nécessaire 

pour  avoir  la  Valeur  complette  4e.  cos  m  x  ;  ce  quc 

personne,  ce  me  semble  ,  navait  eucore  observé. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  comme  on  a  fait 

'plus  haut  pour    déduire   la  valeur    de  sin  m  x  de 

celle  de  cçs  m  x,  on  aura  aussi ,  à  cause  dep'  — q. 


sin  m  x  =  —  tos  m  (  m  p  — 


s-  3 


#" 


w  (  ma  -^-4)   (m*  —  16)    -s 
s.  3.  4.  5 


+  ""v"    -     r  :     . ->s-etc:)f 

m*— i 


+  tw {m—  x  )(x  — 


*• 


-     (  168  ) 

(m*  —  i)     m*— 9) 
2.  3.  4 


/>4—  ctc;)7 


pour  le  développement  complet  de  sin  m  x  ,  quelque 
soie  m  ;  où  l'on  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  on  a  les  formules   des    tables  (D)    et  (f  ) 

Il  nous  reste  à  considérer  encore  les  développcmcns 
de  cos  m  x  et  sin  m  x  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  q,  conformément  aux  tables  (G)i  (/i)» 

Pour  cela  nous  remarqueront  d'abord  qu'en  faisant 
jjn  t  =  {  ,  on  a  cw  x  =  y/  (  \  —  q%  )  et  les 
expressions  générale*  de  cos  m  x  et  sin  m  x  de* 
viennent 

«  M  m  x  —  (  t/(  1  —  q*  )  +  q\/—ijm 

xïf-i=()/(i-q*)+  q\f-l  )"* 

-  (  v  ( ■-  -  *'  )  -  *  ^  -  -)"• 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  formules 


a  un  m 


.(1/(1  -*»)  ±  *•  -1/ 

ascendantes  de  #. 


en    puissances 


Faisons  (  1/ C  x  —  ffa )  +  ?  f—  1  )m  =  *, 

on  aura  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rap- 
port à  q% 


(i69  ) 


m— t 


__m  v/_,  X(j/(i  -?')+?  i/-i)OT 

Divisant  cette  équation  par  L'équation  primitive  , 
on  a 

2r  m  ^/  •*—  i 

~  ^  V  (*—  ?2) 

multipliant  en  croix  et  carrant  on  aura 
z'2  (i  —q*)  =.—  m2  z». 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  et  di- 
visant par  îz',  on  aura  cette  équation  du  jecoad. 
ordre  eu  z, 


I 


w*  2  —  q  z'  ~  (  ?a  —  i  )  z"==o, 

q»i  «4t  comme    Ton   voit    entièrement    semblable 
à'  relation  en  jr  «t  V  trouvée  plus  haut. 

Leçons.  Tome  X.  X 


z  ~,A  +  B  q  +   C  q*  +   D^+  etc. 

on  trourcra  les  mêmes  valeurs  des  coéficiens  % 
mais  comme  les  deux  premiers  A  et  B  demeurent 
indéterminés ,  ils  pourront  être  différens  à  raison 
de  la  diversité  des  fonctions  jr  et  z  en  pet  en  q. 

Pour  trouver  ici   ces  deux  coéficiens  ,  ce  quil  y 
a  de  plus  simple  c'est  de  chercher   par    le   déve-N 
loppement  actuel  les   deux  premiers  termes   de  la 
série.  Or  puisque  {/  (  i  —  q2  )  donne 

q1 

i  —-4-    +  de; 


il  est  évident  que  les  deux  premiers  termes  de 
(i  +  ?l^— i—   -~    +  etc,  )m 

sont   i  -h  m  q  |/  —  i  ;  ainsi  on  aura 

A  =  i,Bz=ro(/  —  i. 

Le  développement  de  (  j/"  (  1  —  q2)  —  j  j/  _  t  y* 
sera  le  même  en  changeant  seulement  |/  —  i  ea 
*—  l/*  •*-  i  ;  ainsi  on  aura  pour  ce  développement 

i*=ietB=  — m^— i. 

Donc  pour  avoir  la  somme  des  deux  développe* 
mens  il  n'y  aura  qu'à  prendre  pour  A  et  pour  A  la 
somme  des  deux  valeurs  correspondantes  ,  ce  qui 
donne  A .se  t ,  B  =  o. 


Et  pour  avoir  la  différence  des  mêmes  développe* 
meni  on  prendra  la  différence  dei  valeur*  corres- 
pondîmes de  /(  et  B  ,  ce  cjui  donnera 

j*z=jco,  B=iui/«i, 

Faisant  ces  substitutions  on  aura  donc  en  divisant 
pu  i  et  par  i  ^/  —  i 


(W  ^  j  —  i  —  — ^-  ç* 


«.3-4       * 


..3.4.5.6  î6+etc' 


m{*7—   l)         4 

un  m  x  =  m  q  —  — 2 r  ^3 

v.  5 

«■.(*£  —  i  )(w*  —  9)    - 
s.  j,  4.   > 


Ces  formules  sont  comme  Ton  voit  les  mêmes  qac 
celles  des  tables  (  /  )  et  (H)\  mais  par  la  manière 
dont  non  s  venons  de  les  trouver  on  voit  en  même 
teins  qu'elles  sont  générales  pour  des  valeurs, quelcon- 
ques de  m.  Cependant  comme  la  première  ne  se  termine, 
que  lorsque  m  est  un  nombre  entier  pair,  et  que  la 
seconde  ne  se  termine  que  lorsque  m  est  un  nom- 
bre entier  impair,  elles  ne  peuvent  servir  pour  la 
sect^ondes  angles  que  dans  ces  cas  ;  mais  on  peut  en 
prenant  les  fonctions  dérivées  ,  comme  nous  l'avons 


faite!-  dessus,  déduire  de  ces  mêmes  formules  d'au 
formule b ,  qui  se  termineront  justement  daas  les 
où  ccl't*  ci  vont  à  l'infini.  Pour  cela  on  se  rappell 
que  les  fonctions  dérivées  de   cas  m  xetsinmxs 

—  m  sin  m  x  et  m  coi  m  a?,  et  que  celles  de  p  et  q  s 

—  q  ttp  ;  de  sorte  que  les  deux  équations  fournirc 
par  la  dérivation ,  ces  deux- ci  : 


un. m  x 


,  m  (  m7  —  4  ) 


m  (  m2  —  4  )(m2—  i6> 


,*• 


3.  4.   5" 


q*  —  etc  ,  ) 


cos  m 


*=*( 1  - 


(  m2  —  1  )  (  m*  —  9  )      ,  v 

+  1 ,.3.    4  V^l 


qui  répondent,  .comme  Ton  voit,  aux  formules 
tamjcs  (X)  et  (G) ,  et  qui  sont  par  conséquent  a 
générales  pour  des  valeurs  quelconques  de  «.       t 

"'le  théorèmef  dé  tïôteS  est  si  intimement  tté'iVc 
tftébHe  des  sections  angulaires  que  noirs  ne  f>6uî 
lïoift  dispenser  d'en  'dire  uri  mot  ici.        '      'J 

-  Oit  ignore  comment  Côtes  Fa  trouvé  ,:'-et  *b¥** 
dontté>*pïès  sa  mort  différentes  démcuMtratiofA'''-] 
o« -moins  simples,  et  même  plus  o* 'm'oiifetâg 


(  t73) 
!l.  Sans  avoir  recours  aux  expressions  imaginaire» 
ne  en  le  fait  communément  f  on  peut  le  déduire 
rtement  des  formules  m  ê  rocs  données  par  Viete , 
bobs  avons  rapporté*!  dans  la  table  (  A  )\  et  il 
raûemblable  que  c'est  ainsi  que  Cotes  y  est  par- 


1  effet  si  on  multiplie  ces  formules  par  *  et  qu'on 

ppose  p  =  y  -f.  ; elles  se" réduisent  à 

forme  simple 


s  Cos  x^zj  A 

y 


«   Cw  s  *  =  /  + 


y2 


*  Cos  3  x  srjr»  +  ~± 


•t  Cos  4  x  v=yK  +'  ~73~ 

C|c.  "'...■...!        :- 

il  rf$  facile  de  conclyfftfi)  générai  • 

a  cos   m  x   ==  y .      + 


fcuJI.T 


♦l 


y 

l^rtt  ccinvaiOCTe  d'unte  manière  plus  directe  de 


(•74) 

la  généralité  de  cette  formule  ,  il  suffit  de  considérer 
que  si  dans  l'équation 

s  cas  x  vos  m  x  =  cos  (  m  —  i  )  *  +  cos  (m  +  s  )  *f 


on   lait   s  cos  x  =ac  y  +  ,  et  qu  on  supposé-; 

que  deux  termes  consécutifs  %  cos  (  m  —  i  ) ,  et  t  cos 
m  x  loient  de  la  forme 


elle  donnera 


m  — i 


Ainsi  pourvu  que  les  deux  premiers  termes  a^iox 

m  i 

et  s  m  x  soient  delà  former     +  — ~  fch  faisant 

•/  , 

m  =  o  et  m  =  x ,  ce  qui  est  en  effet ,  tous  les  autres 
seront  nécessairement  de  la  même  forme. 

Maintenant  les  deux  équations 
t  cos  x  z=zjr  +  — -  et  a  cos  m  x  z=sym  +    — r-g-»" 


;> 

i 

y  +  » 

nent  ces  deux-ci  : 


-tjcWflp+i  =  o,  y*m —  zym  cos  *+x=o 


.  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  teins;  par  cou- 
pent il  faut  qu'elles  aient  une  racine  commune* 

Soit  a  la  racine  commune  à  ces  deux  équations  ; 
urne  ces  équations  demeurent  les  mêmes  en  y  chan- 

int  t  en   — —  il  s'ensuit  qne sera  encore  une 

jr  a 

ine  commune  aux  mêmes  équations  ;  mais  l'équation 
—  s  cos  py-\-i  =  o  n'étant  que  du  second  ordre» 

peut  avoir  que  les  deux  racines  a  et  — —  ;  donc 

te  équation  a  toutes  ses  racines  communes  avec  Pé- 
ition  y7m —  a  cos  m  xym  +  i  =  o  ;  par  conséquent 
t  est  nécessairement  un  diviseur  de  celle-ci. 

9 

îoit  m  x  =  9  i  donc  x  = ;    a  s'ensuit  de 

fis 

qu'on  vient  de  démontrer  que  la  formule 
mur  diyiseur  la  formule 


/*—  %  cos  ———>'-+-« 

m 


(»7«) 
m  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Or  si.  ;  dit  la  circonférence  ou  l'angle  de  qua 
droits ,  on  sait  que  cos  f  =x  cos  (  f  -f  nc),n  étant 
nombre  quelconque  cptiçr  $  auui  en  mettant  9  + 
à  la  place  de  9  »  et  faisant  successivement  «  =;  0 , 
t ,  etc.  m  —  1 ,  on  en  conclura  que  la  formule 

yim  —  2  cos    9  jm  „j.  1 
a  pour  diviseur  les  m  formules  suivantes. 


y  —  tcûs y  +  1 

tn 


y_tcos(t±.+  J-)Jr  + 


—  t  COS  ( 


«  c 


J» 


m 


)^  +  ^ 


^    m 


+ 


3f 
m 


)^     + 


eu. 


.  De  sorte  que  comme  ces  diviseurs  sont  tons  d 
rens  entreux  et  qu'ils  sont  au  nombre  de  m  %  il  * 
suit  que  la  formule  en  question  du  s  mtmt  degré , 
peut  être  que  le  produit  de  cet  m  formule*  du  aec< 
degré. 


(  177  \ 
Le  théorème  de  Cotes  iTeit  comme  Ton  sait  qu'an 
ai  particulier  de  ce  théorème  général, lorsqu'on  y  fait 

t= D  ou  p  = ,  ce  qui  donne  cos  T  =  ±  i  *  et 

fédiit  la  formule  générale  à 

(.Tm=FOa- 

Jusqu'ici  nous  avons  développé  les  cosinus  et  les 
inui  des  angles  multiples  en  puissances  des  cosinus 
o  des  sinus  de  l'angle  simple.  On  peut  chercher 
iriproquement  à  développer  les  puissances  des  cosi- 
is  ou  sinus  de  l'angle  simple  en  cosinus  ou  sinus  des 
igles  multiples  ,  et  cette  transformation  qui  est 
ujours  possible  est  un  des  plus  grands  avantages  de 
igorithme  des  sinus  et  cosinus  ,  par  la  facilité  qu'elle 
mne  de  passer  des  fonctions  primitives  aux  fonctions 
rivées  *  et  de  revenir  de  celles-ci  aux  primitives. 

Nous  pourrions  la  déduire  des  formules  trouvées  ci- 
isus,  mais  nous  aimons  mieux  la  chercher  directe- 
:pt  par  le  moyen  des  fonctions  dérivées  ,  pour 
nner  un  nouvel  exemple  de  leur  usage  dans  la 
nsformation  des  fonctions. 

Considérons  la  puissance  cos  xm',  et  supposons 
te  fonction  de  x  égale  à  j-,  nous  aurons   ainsi 

y  =  cos  xm  , 
prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  *,  il 
ndra 
Leçons  Tome  X.  Y 
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3  * =—  m  cos  x  m  ~~  T  sin  x  ; 

cette  équation  ,  divisée  par  la  prédédente",  donne 

y  m  sin  x 

y  cos  x 

d'où  Ton  tire  en  réduisant 

m  y  sin  *  +y  cos  x  =  o  % 

Équation  dérivée  du  premier  ordre ,  qui  a  Pavai 
tage  de  ne  plus  contenir  la  puissance  indéterminé 
de  cos  x. 

Supposons  maintenant  en  général  - 

yz=:Acosnx  +  Bcos(n  —  i)x  +  Ccos  (n  —  8  ) 

+  D  êos  { n —  3  )  x  -4-  etc  ; 

Les  coéficiens  A  ,  B  ,  C  etc  étant  indéterminé 
ainsi  que  n, 

L  équation  précédente  deviendra  par  cette  tubsti 
tution 

m  (  A  cos  n  x  -f-  15  cos  (  n  —  i   )  * 
+  C  cos  (  n  —  2  )  x  -f-  etc ,  )  sin  x 

—  (nAj!flnff+  f  w —  l  )  Biin  (n —  i  )  * 
+  (u — a  )  Csinin  —  «  )  +etc,)  cos  x  =  o. 
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Savoir  en  développant  les  produits  des  sinus  c' 
cosinus,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  sinus 

multiples 


■f  (  m  A  —  n  A  )  sin  (  n  +  i  )  x 
+  (  n»B  —  (  n  — .  i  )  B  sin  n  x 

sin  (  n  —  i  )  x 

+  (  m  D  —  ro  B  —  (  n  —  3  )  D  ) 

—  (n  —  i  )  B  lin  (n  —  2  )  x 

^1(771  E —  roC  —  {n  —  4)E 

—  (  n  —  2  )  C  )sin  («  —  3  )x 
4-  etc. 


=  o 


Égalant  donc  à  zéro  chacun  des  coéficiens  de  ces 
liffcrens  termes  on  aura 

(m  —  n)  A  —  o 

(m  —  n  -J-  i  )  J5  =  o 

(  m —  n  -H  «  )  C  —  (ni-l-n)  /=  o 

(ro~ll  + 3}  »  — (  m-f-n  —  i  )  £  =o 

(m —  n  +  4  )  £ —  (m  +n  — i)C  =  o 

.  Etc. 
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La  première  donne  d'abord  n  3=<f*  ,  et  subst 
cette  valeur  les  autres  deviennent 

H  =  o 

2  C  —  2  m  A  =  o 

3D  —  (  «  m  —  1  )  B  =  » 

4  E—  (  2  »  — a)C=o 

Etc 

Ainsi  le  premier  coéficient  A  demeure  indetc 
ensuite  on  a 

B  =  o 


C  = 


sm 


s  m—  t 

D= ; B 


JB  = 


«  m  —  t 


f  m  —3 
F= = D 


Etc.  : 
Donc  B  =  o,D  =  o,F  =  o  cro 


^^^^^^^P^B^^B        ,  ~*^iH^^b               *^fc* 

* 

* 
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Ensuite 

C  «tti 

* 

4 

G  : 

m  (m —  i  )  (m  —  s  ) 

Etc. 

Ainfl    on 

a  en    général    quel    que    ioit  l'cxpo- 

mtm 

»!*«=  A  ( 

É         f        xi  Mm — i) 

ços  m  x  +  m  cos  [m—  i  }  x  + 

cas  (m — !  4)x  -h  etc.  ) 

Il  reste  à  déterminer  le  coéficient  A  ;  pour  cela  je 
suppose  x  =  o  t  j'ai 

,agA(l  +  mH.!!Ll^liJ  +  >n(m--i)(B.-0 


s.  3. 

+  etc.  )  =  A  (  x  -+-  i)m  =  tra  A 

D'où  l'on  tire  . 


A  = 


Donc  enfin  en  multiplians  tonte  l'équation  para"*, 
•a  an» 


(    I»2    ) 

(  2  cos  x  ) m  =  cos  m  x  -f-  m  c os  ( m—  t  )  x 
m  (m —  i  ) 


+ 


cos  (m  —  4)*+etc; 


Série  fort  simple  qui  se  termine  toujours  comi 
celle  du  binôme  lorsque  m  est  un  nombre  entier  r, 
sitif. 

On  peut  déduire  de  celte  formule  un  pareil  c 
velopperaent  pour  s  in  a;«  en  changeant  simp 
xnent  x  en  i  —  # ,  l'angle  droit  étant  pris  pour  1' 
nité  des  angles. 

Ainsi  on  aura  de  même 

(«  sin  x)m=  cos  m  (  i  — a)  +  m  cos  (m  —  2  )(  1  — 

m  (  m —  1)        ' ,  .  .  N    , 

+ * L  cos  {m  —  4)(i  —  a;  )  -f-  etc. 


Nous  venons  de  donner  une  théorie  complet  te  c 
sections  angulaires  ,  et  nous  avons  en  même  tei 
montré  par  différent exemples,  combien  raigorilbi 
des  fonctions  dérivées  est  utile  pour  la  transformati 
des  fonctions  en  faisant  disparaître  des  équations  1 
puissances  et  les  radicaux  qui  rendent  lesdévelopp 
mens  difficiles  et  font  perdre  la  loi  et  la  dépe 
dance  mutuelle  des  termes. 

On  voit  que  tout  se  réduit  à  former  d'abord  d 
équations  dérivées  d'après  l'équation  ou  les  équatio 
primitives  données  ,  et  à  déduire  ensuite  de  ces  éqi 
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tioas  dérivées  d'autres  équations  primitives  ,  qui 
seront  les  transformées  des  premières.  Il  eit  donc  im- 
portant de  bien  connaître  la  théorie  de  ces  équations, 
et  de  se  rendre  familiers  les  différens  artifices  qui  peu- 
vent  en  faciliter  le  calcul.  -\ 


Commençons  par  exposer  les  principes  généraux 
de  cette  théorie. 


(  *»4) 
LEÇON    XII. 

Théorie  générale  des  équations  dérivées ,  et  des  constantes 
arbitraires. 

Nous  avons  déjà  démontré  que  toute  équation 
entre  deux  variables  ,  par  laquelle  Tune  de  ces  va* 
riables  est  fonction  de  l'autre  ,  subsiste  également 
en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  premières  ,  secon- 
des ,  etc ,  de  chaque  terme  de  l'équation  par  rapport 
à  Tune   de    ces  variables. 

Ces  équations  dérivées  ayant  lieu  en  'même  tems 
que  l'équation  primitive ,  il  s'ensuit  qu'une  combi- 
naison quelconque  de  ces  différentes  équations  ton 
lieu  aussi.  Donc  comme  les  constantes  qui  entrent  dans 
une  fonction  restent  les  mêmes  dans  ses  fonctions  dé- 
rivée ,  on  pourra  toujours  par  le  moyen  des  équations 
dérivées  éliminer  autant  de  constantes  de  l'équation 
primitive  qu'on  auia  d'équations  dérivées  ;  l'équa- 
tion résultante  de  cette  élimination  sera  une  équa* 
tion  du  même  ordre  que  la  plus  haute  des  équation! 
dérivées ,  laquelle  sera  vraie  en  même  tems  que  l'é- 
quation primitive  et  pouira  par  conséquent  en  tenir 
lieu  ;  elle  renfermera  autant  de  constantes  de  moins 
que  l'exposant  de  son  ordre  contiendra  d'unités. 

Ainsi  l'équation  primitive  ,    combinée   avec  son 
équation  dérivée  ou  prime  ,  pourra  donnerune  équa- 
tion 
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tion  du  premier  ordre  contenant  une  constante  do 
moins  que  l'équation  primitive. 

L'équation  primitive  combinée  avec  les  équations 
dérivées ,  prime  et  seconde  ,  donnera  une  équation 
du  second  ordre  contenant  deux  constantes  de  moins 
que  Téquation  primitive.  Et  ainsi  de  suite. 

On  ne  peut  parvenir  que  d'une  seule  manière  à 
l'équation  du  premier  ordre  résultante  de  l'équa- 
tion primitive  et  de  son  équation  drivée  par  l'éli- 
mination dune  constante  donnée  ;  mais  on  peut  par- 
Tenir,  de  deux  manières  différentes,  à  Téquation  du 
second  ordre  résultante  de  la  primitive  et  de  ses  deux 
premières  dérivées  par  l'élimination  de  deux  cons- 
tantes données  ;  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu 
à  des  conséquences  importantes,  relatives  à  ce  genre 
d'équations. 

Au  Heu  d'éliminer  à  la  fois  les  deux  constantes 
par  le  moyen  des  trois  équations  dont  il  s'agit,  on 
peut  n'éliminer  d'abord  que  l'une  ou  l'autre  de  ces 
constantes  à  l'aide  de  l'équation  primitive  ,  et  de  sa 
dérivée  ;  on  aura  ainsi  doux  équations  différentes 
du  premier  ordre ,  dont  Tune  ne  contiendra  que 
l'une  des  deux  constantes,  et  dont  l'autre  ne  contien- 
dra que  l'autre  constante.  Maintenant  en  combinant 
chacune  de  ces  équations  avec  sa  dérivée,  ou  pourra 
aussi  en  éliminer  la  constante  qui  y  éioit  restée  ,  et 
on  aura  deux  équations  du  second  ordre  sans  les 
deux  constantes  «  lesquelles  devront  être  équivalentes 
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entr'elles  et  ivcc  l'équation  qui  résulte   de  l'élimina* 
tion  simultanée  des  Jeux  constantes. 

En  effet  chacune  de  ces  équations  donnera  la  va- 
leur de  la  fonction  seconde  de  la  variable  qu'on 
regarde  comme  fonction  de  l'autre  ,  valeur  qui  sera 
exprimée  par  la  fonction  prime  de  la  même  variable, 
et  par  les  deux  variables  mêmes  sans  les  deux  cons- 
tantes qui  entroient  dans  l'équation  primitive  ;  et  il 
est  facile  de  se  convaincre  que  cette  valeur  est  unique 
et  déterminée  ,  de  quelque  manière  qu'on  y  par- 
vienne, puisque  les  fonctions  dérivées  d'une  fonc- 
tion donnée  soit  explicite  ou  non  ,  sont  uniques  et 
déterminées ,  et  que  les  résultats  ue  l'élimination 
sont  aussi  toujours  déterminés. 

On  doit  conclure  de-là  qu'une  équation  du  second 
ordre  peut-être  dérivée  de  deux  équations  différentes 
du  premier  ordre  ,  renfermant  chacune  une  cons- 
tante arbitraire  de  plus,  et  que  ces  équations  serons 
par  conséquent  deux  équations  primitives  de  la 
même  équation  du  second  ordre  ,  mais  primitives  du 
premier  ordre  pour  les  distinguer  de  l'équation  pri- 
mitive absolue ,  d'où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres 
supérieurs  au  second  ,  le  raisonnement  que  nous 
venons  de  faire  sur  celles  de  cet  ordre,  et  on  en  con- 
clura de  la  même  manière  qu'une  équation  du  troi- 
sième ordre  peut  être  dérivée  de  trois  équations  dif- 
férentes du  second  ordre  ,  et  qu'alors  elle  peut  avoir 
trois  équations  primitives  de  cet  ordre  ;  et  ainsi  de 
suite. 
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Nom  allons  éclairer  et  confirmer   cette  théorie  gé- 
nérale par  quelques  exemples. 

Soit  l'équation  de  premier  degré  jr  -f-  a  x+  fr  =  er, 
en  regardant  .y  comme  fonction  de  m  et  prenant  le* 
fonctions  dérivées  ,  on  aura  y ■'  +  a  =  o.  En  éliminant 
i  -au  moyen  de  ces  deux  équations  on  aura  l'équa- 
tion da  premier  ordre  .y  —  m  y'  -f-  b  =  o%  dont  l'é- 
quation primitive  sera  y  +ai  +  i  =  o,a  étant 
la  constante  arbitraire. 

Si  la  constante  b  dépendait  de  la  constante  a  ,  par 
exemple  si  b  =  a2  ,  alors  en  éliminant  a ,  c'est-à-dire 
en  substituant  —  jr'  pour  a  ,  on  aurait  l'équation  du 
premier  ordres  —  xj  '  +  .y'2  =  0 ,  et  l'équation  pri- 
mitive de  celles-ci  seroit^  +  a  x  "f"  *2  =x  °  1  fl  étant 
la  constante  arbitraire. 

Supposons  b  =  r  j/  (  1  +  a2  )  on  aura  l'équa- 
tion du  premier  ordre  y  —  x  jr'  +  c  \f  (  1  -|-jr'5), 
domi'équation primitive  seraj^+  aa;  +  c|/ii-f-a2), 
on  a  est  la  constante  arbitraire. 

•  Soit  encore  l'équation  x2  —  îû^  —  û*  —  6  =  0, 
U  dérivée  sera  x  — -  ajv'  =  0  ,  équation  du  premier 
ordre  dont  la  proposée  est  l'équation  primitive ,  et  où 
isen  la  constante  arbitraire. 

Mais  si  l'on  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a  , 
alors  il  faudra  éliminer  a  ;  or  l'équation  dérivée  donne 

x 
*  =  — 

y 

donc  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée,  elle 
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donnera 


«  x  y 

'y' 


—  b  =  0 


y* 

*  x  y  y  —  x2  =  o , 


ou  bien 

(**-*)  y" 
d'où  Ton  tire 

équation  du  premier  ordre  dont  la  primitive  sera 

ar2  —  2  a  y  —  û2  —  t  =  0  , 
<z  étant  la  constante  arbiua  re; 

Si  en  vouloit  éliminer  à  la  fois  a  et  b  ,  il  faudroit 
employer  les  fonctions  secondes.  Ainsi  puisqu'on  a 
déjà  trouvé  l'équation  du  premier  ordre  x  —  a  y1 
—  o,oh  b  ne  se  trouve  plus,  il  n'y  aura  qu'à  former 
l'équation  dérivée  de  celle-ci ,  laquelle  sera  i  —  ajr". 

=  o  ,  d'où  Ton  tire  «  =    —  ,  et  cette  valeur  subs- 


tituée  dans  la  précé  Jente  ;'  donnera  *  — 


y     _, 


y 


savoir  x  y11 — y' ■  =  o  ,  équation  du  second  ordre 
dont  l'équation  x1  —  «  a  y  —  a2  —  b  =  o  sera  la  pri- 
mitive absolue  ,  a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbi- 
traires. 

On  parviendroit  a  la  même  équasion  en  faisant  dis- 
paraître b  de  l'équation  du  premier  ordre 

y  i/(*2  +  y2  —h)— y  y  —  x  —  o 

trouvée  plus  haut  ;  car  ea  prenant  les  fonctions  dé- 
rivées ,  on  aura 
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et  éliminant  b  au  moyen  de  la  précédente  ,  il  viendra 

£k£±4 +•.-,,»_,*-,-.. 

favoir,  comme  on  Ta  tu  plus  haut , 

y* 

— r  —  1  =  0 1  ou  y  x  —  y  =  0. 

On  voit  aussi  que  cette  même  équation  du  second 
ordre  a  deux  équations  primitives  du  premier  ordre 
avoir  : 

x  —  a  y  =  o  et  y  \f  (  x2  +  .>  *  —  &  )  —  .y  y—  *  =  o  ; 

oh  a  ci  b  sont  les  deux  constantes  arbitraires  ;  et  ces 
deux- ci  par  l'élimination  de  la  fonction  dérivée  >' 
donneront  l'équation  primitive  absolue  entre  x  et  j  , 

—  ]/(x>+j*-b    )_^lf._x  =  o, 
a  a 

savoir  j/"  (  3  2  -f-  .yaj—  J>  (  —  y  —  «  =  o  ,  et  en  faisan* 
disparaître  le  radical  x2  —  *  ay  —  a2  —  6  =  0, 
qui  est  la  même  dont  nous  sommes  partis. 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu'on  veut  faire 
disparaître,  ou  tombe  souvent,  comme  on  le  voit 
dans  des  équations  où  la  plus  hau'e  fonction  dérivée 
est  élevée  à  des  puissances  ;  et  ce  n'est  que  par  la 
résolution  qu'on  peut  avoir  la  valeur  de  celle  fonc- 
tion en  fonction  des  variables  et  des  fonctions  déri- 
vées d'un  ordre  moindre. 
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On  peut  cependant  parvenir  directement  à  une  ] 
équation  dérivée  où  la  plus  haute  fonction  dérivée  ne 
se  trouve  qu'au  premier  degré  ;  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  ; 
préparer  l'équation  primitive  de  manière  que  la  cons- 
tante arbitraire  qu'on  veut  faire  disparaître  s'en  aille 
d'elle  même  en  prenant  la  fonction  dérivée  de  cha- 
cun de  ses  termes  ;  ce  qui  arrive  lorsque  cette  cons- 
tante est  dégagée  des  variables,  et  forme  elle  seule  ' 
tin  des  termes  de  l'équation  ;  .car  alors  la  fonction 
dérivée  de  ce  terme  étant  nulle  ,  l'équation  dérivée  se 
trouvera  naturellement  délivrée  de  la  constante,  et  la 
plus  haute  fonction  dérivée  y  sera  nécessairement  à 
la  première  dimension  :  car  comme  ou  Ta  vu  dans  la 
leçon  VI  ,  en  prenant  la  fonction  dérivée  d'une  fonc* 
tion  de  plusieurs  variables  ,  chaque  variable  ne  peut 
donner  que  des  termes  multipliés  par  la  fonction  dé- 
rivée de  la  même  variable. 

Or  îl  est  évident  que  cette  préparation  ne  demande 
que  de  résoudre  l'équation  primitive,  en  ^regardant 
la  constante  qu'on  veut  éliminer  comme  l'inconnue 
de  l'équation.  Ainsi  on  peut  obtenir  par  ce  moyen  le 
même  résultat  qu'on  auroit  par  la  résolution  de  l'é- 
quation dérivée,  par  rapport  à  la  plus  haute  fonction 
dérivée. 

Dans  le  second  exemple  ou  l'équation  primitive  était 
y  *\-  a  x  +  a?  =  Oi  nous  avons  trouvé  l'équation  dé- 
rivée y  —  x  y  '  +  y'Q  =  o  ,  laquelle  donne  par  la 
résolution  9  y'  —  x  -f-  j/  (  x7  —  4  y  ).  Mais  si  nous 
avions  d'abord   résolu   l'équation  par  rapport   à    la 
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t  Militante  a%  nous  eussions  eu 

t  û=a  _  x  +  V/(^— 4J')i 
[tt  sa  dérivée  serait 

Hvoir   en   multipliant   par  l/  (*2  |   4  .T  )  * 
*  — */  — 1/(**— 4JO  =0, 
équation  qui  coincide  avec  la  précédente  ,  à  cause 
de  Fàmbiguité  du  signe  du  radical. 

-  On  peut  de  la  même  manière  faire  disparaire  succes- 
sivement plusieurs  constantes  en  préparant  toujours 
l'équation  ,  en  sorte  que  la  cons-tante  à  éliminer  soit 
dégagée  des  variables. 

Ainsi  l'équation  primitive  x*  —  u,y-  a2  —  b 
=  o ,  contenant  la  constante  b  isolé  dans  un  seul 
.terme ,  donne  tout  de  suite  l'équation  du  premier 
ordre  sans  b%n  —  ajyr  =0;  ensuite  en  dégageante , 

on  a  m  =  — r  .  prenant  la  fonction  dérivée  de  cha- 

y 

cun  des  deux  membres  ,  on  a 

1  x  y'1 

y'    ~Jrr~°  ' 
équation  qui   étant  multipliée  par  j'2    devient 

y  —  H  y  =  o , 

comme  plus  haut. 

En  commençant  l'élimination  par  la  constante  a , 
nous  avions  trouvé    l'équation    du  premier  ordre , 


(  *9*  ) 


txy 


v"* 


6=  o; 


comme  la  constante  b  y  est  dégagée  des  variables ,  ï 
il  n'y  a  qu'à  prendre  la  fonction  dérivée    de   chaque 
terme  pour  avoir  tout  de  suite  l'équation  du  second 
ordre  sans  a  ni  b. 


On  a  ainsi 

y 


T   y*       y2 


y  y         y*         y9 

Cette  équation  se  réduit  à  cette  forme , 


Y  X 

Comme  le  facteur  —-. — |-  — j—  ne  renferme  qu# 

y      y* 

que  la  fonction  prime  jr'i.il  ne  peut   donner  une 
équation  du  second  ordre  ;  ainsi  c'est  l'autre  facteur 


*  y 


—  i  ,  qu'il  faut  employer,  et  Ton  a^ 


-  —    — i  =  o,  savoir   #/'  —  j'  =  o, 

comme  ci-dessus. 

Nous  verrons  plus  bas ,  lorsqu'il  sera  question  des 
équations  primitives  singulières ,  l'usage  du  premier 
facteurt 

Ce 


(  iQ3) 
Ce  peu  d'exemples  que  j'ai  choisis  parmi  les  plus 
simples,  suffit  pour  montrer  comment  les  équations 
dérivées  se  forment  des  équ<*iions  primitives,  pat 
l'évanouissement  des  constantes.  Or.  voir  que  pour 
une  équation  primitive  donnée  ,  il  est  toujours  pos- 
sible de  trouver  une  équation  dérivée  ,  qui  renferme 
autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y  aura  d'unités 
dans  Tordre  de  cette  équation ,  et  que  de  quelque 
manière  qu'on  parvienne  à  cette  équation,  et  sous 
quelque  forme  qu'elle  se  présente  ,  elle  aéra  toujours 
essentiellement  la  même.  Ainsi  le  problème  de 
trouver  l'équation  dérivée  d'une  primitive  donnée  est 
résolu  dans  toute  sa  généralité.  Nous  allons  considé- 
rer maintenant  le  problème  inverse  qui  consiste  à 
remonter  des  équations  dérivées  aux  primitives. 

II  est  d'abord  évident  que  puisque  dans  les  équa- 
tions à  deux  variables  ,  une  équation  du  premier 
ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que 
Féquation  primitive,  une  équation  du  second  ordre 
peut  renfermer  deux  constantes  de  moins  que  l'équa- 
tion primitive ,  et  ainsi  de  suite;  il  s'ensuit  récipro- 
quement que  l'équation  primitive  peut  contenir  une 
constante  de  plus,qu'une  équation  du  premier  ordre, 
deux  constantes  de  plus  qu'une  équation  du  second 
ordre ,  et  ainsi  de  suite  ,  constantes  qui  seront  par 
conséquent  arbitraires  ;  et  on  voit  en  même  tems 
qu'elles  ne  sauraient  en  contenir  davantage  puisqu'on 
ne  pourrait  les  faire  disparaître  toutes,  par  le  moyen 
de*  équations  dérivées. 

Liçons.  Tome.  X,  A  a 


Cette  proposition  étant  d'une  grande  important» 
dans  la  théorie  des  fonctions  dérivées,  et  n'ayant 
pas  encore  été  démontrée  d'une  manière  tout- à  tait 
rigoureuse,  nous  croyons  devoir  en  donner  une  dé* 
monstrationj  directe  tirée  de  l'expression  générale  de 
la  fonction  primitive. 

Si  y  est  une  fonction  quelconque  de  x%  et  "qu'on 
dénote  par  j0,/,  y°"  O0"  «ic:  les  valeurs  de  jrt 
et  de  ses  fonctions  dérivées  y,  y"  ,  y"1  etc:  qui 
répondent  à  x  =  o ,  et  qui  sont  par  conséquent 
constantes;  on  aura  par  ce  que  nous  avons  démon- 
tré à  la  fin  de  la  leçon  IX , 

y=  *•  +y°'x  +  y°"  -7-  +y0'"  ^3  +  ^ 

Et  si  on  veut  arrêter  la  série  au  terme  nem€  ,  alort 
on  aura  les  limites  du  reste  ,  en  substituant  dans  le 
terme  suivant 

*w  *» 

J        1.  2.   3 n 

à  îa  place  dty*'  n  Ma  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  y0  '*'  depuis  x  =  o  jusqu'à  la  valeur 
qu'on  veut  attribuer  à  x. 

Maintenant  si  la  valeur  de  y  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  ordre,  entre  .#,  y  et  y9 ,  on 
aura  par  cette  équation  la  valeur  de  y1  en  x  tx  y  ,  et 
de  la  on  trouvera,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 
uae  équation   du  second  ordre  en  x%y  y\tt  jr", 
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ensuite  mit  équation  du  troisième  ordre  entre  7, 
fi*1*  y"  et  y"r  ;  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'en 
lubiiituant  successivement  dans  ces  équations  les 
valeurs  de  y\  y",  y1"  etc  :  données  par  les  équa- 
tions précédentes  *  on  aura  en  dernière  analyse  les 
valeurs  de  J*'  y'  ^y'*  <  y1"  eic  :  exprimées  en  x  et  y. 
Or,  en  faisant  a?  =  o,  les  quantités^.  y\y"  etc  :  se 
changeront  en  y0  ,  yQ\  j0'  etc:  ainsi  on  aura  les 
valeurs  de  .y0'  y0"  ,  etc  :  exprimées  en^°  ,  qui  de- 
meurera indéterminée. 

De  même  si  on  n'a  pour  la  détermination  de  y  , 
qu'une  équation  du  second  ordre  entre  x ,  y  ,  y*  et 
y" ,  on  en  tirera  successivement  des  équations  des 
ordres  supérieurs  ,  entre  x  ,  y  ,  y  ,  y"  a  y1"  ,  entre 
*  »  2  *  y'  s  y"  >  y'"  *  y"" ,  el  ain«  de  suite  ,  et  par 
les  substitutions  successives  des  valeurs  de  y", y'"  etc, 
données  parles  équations  précédentes,  on  aura  en 
dernière  analyse  ,  y"  ,  y'"  n  etc  ,  données  en  # ,  y 
tty'  ;  de  sorte  qu'en  faisant  x  =  o,  on  aura  les  va- 
leurs dty°" y  y0'"  etc,  exprimées  en  y0  ,  et  y*'  , 
ces  deux  quantités  demeurant  indéterminées  ;  et  ainsi 
de  suite. 

Donc  enfin,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expres- 
•ion  générale  de  y  en  xy  il  est  clair  qu'il  restera 
dans  cette  expression  une  indéterminée  constante  y, 
lorsque  la  fonction  y  sera  donnée  par  une  équation 
du  premier  ordre  ,  qu'il  y  restera  deux  constantes 
in 4c terminées  y0  tty?' ,  lorsque,^  ne  sera  donné* 


(  ig6  ) 
que  par  une  équation  du  sccoad,  ordre,  qu'il  y  en  re£ 
tera  trois  ,  savoir  j°  ,  y°r  et  j°", lorsque  y  sera  donné  - 
par  une  équation   du  troisième   ordre  ;  et  ainsi  dé 
suite- 

Donc,  en  généra!  ,  l'expression  dey  en  a?,  ren- 
feimera  autant  de  constantes  indéterminées,  qu'il  y 
aura  d'unités  Jaus  l'exposant  de  Tordre  de  l'équation 
qui  détermine  la  fonction  y  ;  et  quoique  cette  con- 
clusion soit  fondée  ici  sur  la  théorie  des  séries,  il 
n'est  pas  difficile  de  se  convaincre  qu'elle  doit  avoir 
lieu  généralement ,  quelle  que  soit  l'expression  de  y , 
I  puis  ;u'on  peut  toujours  regarder  une  expression  en 
série,  comme  le  développement  d'une  expression* 
finie. 

Dans  l'analise  précédente  on  voit  que  les  constan- 
tes arbitraires  sont  toujours  les  valeurs  de  y  ^  y9 ,  y". 
etc  ,  qui  répondent  à  x  =  o  ,  au  lieu  qu'«n  envisa- 
geant, comme  nous  l'avc-ns  fait  plus  haut ,  les  équa- 
tions dérivées  comme  le  résultat  de  l'élimination  des 
constantes  ,  ces  constantes  peuvent  être  quelconques; 
mais  il  est  toujours  facile  de  les  réduire  les  unes  aux 
antres.  Car  quelles  que  soient  les  constantes  qui  en- 
trent dans  1  expression  de  y  ,  si  on  déduit  de  cette 
expression  celles  de  y'  ,  y"  etc  ,  et  qu'ensuite  on 
fasse  xeo;  ce  qui  changera  les  valeurs  dty  %y' , 
y"  etc  en  y0  ,  y0'  ,  y0"  :  oji  pourra  toujours  ,  en 
prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'il  y  a  de  constantes 
arbitraires  ,  déterminer  celles-ci  en  y0  ,  y°f ,  y°"  etc , 
et  les  substituer  ensuite  dans  l'expression  générale 
de  y. 
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Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  cette  ex- 
'pression  ou  de  l'équation  d'où  elle  dépend  ,  à  raison 
des  différentes  constantes  qui  y  seront  contenues  ,  il 
est  visible  que  lorsque  ces  constantes  seront  réduites 
aux  valeurs  de  j°  ,  j°f  m  y0"  etc  ,  cette  forme  devien- 
dra nécessairement  la  même  pour  la  même  équation 
dérivée. 

Ou  peut  donc  conclure  en  général  que  ,  si  Ton  a 
une  équation  dérivée  d'un  ordre  quelconque,  et  que 
Ton  trouve  de  quelque  manière  que  ce  soit  une  équa- 
tion entre  les  mêmes  variables  qui  y  satisfasse  ,  et  qui 
renferme  autant  de  constantes  arbitraires  ,  qu'il  y 
aura  d'unités  dans  l'exposant  de  Tordre  de  l'équation 
dérivée;  cette  équation  sera  l'équation  primitive  de 
la  proposée  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible  ;  de  sorte  qu'elle  renfermera  nécessaire- 
ment toute  autre  équation  qui  pourrait  aussi  satisfaire 
à  la  même  équation  avec  autant  de  constantes  arbi- 
traires. 

On  voit  par  là  que  les  constantes  arbitraires  forment 
proprement  la  liaison  entre  les  équations  primitives 
et  les  équations  dérivées  ;  celles-ci  sont  par  leur  nature 
plus  générales  que  les  équations  d'où  elles  dérivent , 
à  raison  des  constantes  qui  ont  disparu,  ou  qui 
peuvent  avoir  disparu;  elles  équivalent  donc  à 
toutes  les  équations  primitives ,  qui  ne  différeraient 
entr'ellcs  que  par  la  valeur  de  ces  constantes. 

On   pourra  donc  toujours  passer  d'une  équation 
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primitive  à  une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque,] 
et  revenir  ensuite  de   celle  ci  à  une  nouvelle  ce 
tiou  primitive,  pourvu  que  cette  dernière  opératic 
y  introduise  le  nombre  requis  de   constantes  arbitrai»! 
res.  Alors  cette  dernière  équation  renfermera  la  prc?3 
mière  ,  et  lui  deviendra  équivalente  ,  en  déterminant 
convenablement  ses  constantes  arbitraires. 

Comme  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second 
ordre  peut  provenir  de  deux  équations  différentes 
du  premier  ordre ,  renfermant  chacune  une  cons- 
tante arbitraire ,  qu'une  équation  du  troisième  ordre 
peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équations  diffé- 
rentes du  second  ;  et  ainsi  de  suite ,  il  est  naturel  d'en 
conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équation  du 
second  ordre  aura  deux  équations  primitives  du  pre- 
mier ordre  ,  chacune,  avec  une  constante  arbitraire, 
que  toute  équation  du  troisième  ordre  aura  trois 
équations  primitives  du  second  ordre,  ayant  cha- 
cune une  constante  arbitraire ,  et  ainsi  de  suite. 
Mais  nous  pouvons  démontrer  aussi  cette  proposition 
dune  manière  directe  ,  par  une  analyse  semblable  à 
celle  que  nous  avons  employée  ci  dessus. 

Considérons  la  formule  générale  du  développement 
des  fonctions 

/(  x  +  i)  =fx+ifx+   -il/"x  +  etc 
Faisons  y  =/ar  et  i  =  —  x  ,  on  au» 


fm  =jnfx  —y  yf"x  =  y»  tic; 

lf(x  +  *  )  deviendra  ^(x  —  x  )  ,  c'eir-à-dire  » 
ri  b  vateut  dey*x  ouj',,  lorsqu'on  y  fah  jt  —  n  ? 
tor  que  nous  avon*  désignée  plus  haut  par  j0* 
Uasi  ,  par  cet  substitutions  t  on  aura 

^-«y  +  — y  — ~  y  +  **« 

Changeons  maintenant    dans  la  foimulc  générale 
\fxtuj'xx  et  Ton  aura  de  même 


I 
Bouc  fanant  de  nouveau 

/*=/,  /'*=./,  /"*=/'  etct  cti=  — *S 
ce  qui  donnera 

valeur  de  /'  a?  on  de  y' ,  lorsque  x  —  o  ,  que  nous 
«vont  désignée  par  >°r  «  on  aura 


On  trouvera  de  la  même  manière 


r^*y'/-*y"-.+  -ry  v 


8.3 


yT  +  etcv 


la  pote,  si y  est:  donnée  ] 

xniei  ordre, on  aura  la  suite  des  valeurs  de  y'*y"t  y"  m 
etc  ;  toute  donnée  en  x  et  y  ,  comme  on  Ta  vu  plus 
haut.  Donc  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


y°  =  y  —  x  y'  + 


x* 
s 


y"- 


2.3 


r"'  +  etc. 


on  aura  une   équation  entre  x  et  y  avec  la  cons- 
tante arbitraire  y0. 

Si  y  est  donnée  par  une  équation  du  second  or- 
dre ,  on  aura  y"  ,  y'"  ,  y'v  etc  ,  données  en  x%  y  et  y  \ 
donc  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  formules 


y°  =  y  —  *y'  + 


«•3 


y'"  +  etc. 


yo'  =  y'_*y"+      ^-y": 


S. 3 


y   +  «te. 


on  aura  deux  équations  en  x  ,  y  et  y',  ayant  chacune 
une  des  constantes  arbitraires  y0  et  y0'  ,  lesquelles 
seront  également  deux  équations  primitives'  du  pre- 
mier ordre  de  la  proposée  du  second  ordre. 

Et  ainsi  de  suite. 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries  *  les  con- 
clusions qu'on  peut  fixer  relativement  à  la  nature  des 
équations  primitives,  n'en  sont  pas  moins  exactes; 
çt  il  esi  yùiDle  par  la  forme  même  de  ces  équations 

qu'elles 
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qu'elles  sont  essentiellement  différentes  <  et  qu'il  ntf 
petit  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal  à  celui  de  ï  urdro 
de  l'équation  donnée* 

On  en  conclura  donc  atissî,  que  si  pour  une  équa- 
tion du  second  ordre,  on  trouve  d'une  manière 
quelconque  4eux  équations  différentes  du  premief 
ordre  qui  y  satisfassent ,  et  qui  renferment  chacune 
une  consume  arbitraire,  on  aura  les  deux  équations 
primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  ;  et  toute 
autre  équation  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec  une 
constante  arbitraire  ,  sera  nécessairenicii;  renfermée 
dans  celle-ci* 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues ,  on 
pourra  toujours  en  déduire  l'équation  primitive  ab- 
solue ,  saus  fonctions  dérivées,  en  éliminant  par 
leur  moyen  la  fonction  dérivée  qu'elles  contien- 
dront ,  et  qui  est  censée  être  la  même  dans  les  deux 
équations. 

L'équation  résultante  ne  contenant  plus  de  fonc- 
tion dérivée  ,  sera  l'équation  primitive  absolue  de  la 
proposée  du  second  ordre;  et  comme  les  deux  cons- 
tantes arbitraires  ,  qui  entraient  dans  les  deux  équa- 
tions primitives  du  premier  ordre  se  trouveront  dan» 
cette  équation  *  elle  aura  toute  la  gcnciaLitc  dont  elle 
est  susceptible. 

'Donc  ayant  une  équation  du  second  ordre  ,  on  aura 
également  son  équation  primitive  absolue  ,  soit  qu'or» 

Leçons  Tome  X-  B  b 
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trouve  immédiatement  une  éqmtion  entre  lei  mémet 
variables  qui  y  satisfasse  ,  et  qui  renferme  en  même 
tems  deux  constantes  arbitraires  ,  soit  qu'on  trouve 
séparément  deux  équations  du  premier  ordre  qui  y 
satisfassent  chacune  en  particulier ,  et  qui  renferment 
chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Tune  de  ces  deux  équations  du  premier  or- 
dre ne  contenait  point  de  constante  arbitraire ,  alors 
l'équation  primitive  qu'on  en  déduirait ,  ne  conte- 
nant qu'une  seule  constante  arbitraire  ,  n'aurait  pas 
toute  la  généralité  qu'elle  peut  avoir  ;  mais  elle  satis- 
ferait toujours  à  Péquation  du  second  ordre  ,  d'où  on 
l'aurait  tirée ,  en  même  tems  qu'elle  satisfera  aux 
deux  du  premier  ordre. 

Il  s'ensuit  encore  delà,  que  si  Ton  a  une  équation 
du  premier  ordre ,  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière 
quelconque  une  équation  du  second  ordre  ,  soit  en 
éliminant  une  constante  ou  non,  qu'ensuite  on  trouve 
une  autre  équation  primitive  du  premier  ordre  ,  avec 
une  constante  arbitraire,  on  pourra,par  l'élimination 
de  la  fonction  dérivée  qui  se  trouve  dans  les"  deux 
équations  du  premier  ordre  ,  avoir  une  équation 
entre  les  deux  variable*- et~la  constante  arbitraire , 
qui  serapar  conséquent  l'équation  primitive  absolue 
de  la  proposée  du  ptemier  ordre. 

En  général ,  s?  de  la  proposée  du  premier  ordre  ont 
passe  à  une  éqUation  d'un  ordre  supérieur,  et  si  on 
trouve  d'une  manière  quelconque  une  équation  pri- 


(  «3  > 
ffliiive  3c  celle-ci  %  dTuo  ordre  inférieur  avec  une 
constante  arbitraire  |  on  pourra  toujours ,  par  réltmi- 
nrtion  successive  de*  fonctions  dérivées,  parvenir 
àuoe  équation  entre  Ici  deux  variables  et  la  constante 
arbitraire  v  laquelle  t>era  ainsi  l'équation  primitive  de 
la  proposée. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  éqnations  des  ordres 
supérieurs  au  second ,  ce  que  nous  venons  de  trou- 
ver relativement  à  celles  de  cet  ordre,  et  eu  déduire 
des  conclusions  semblables. 
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LEÇON    TREIZIÈME, 

(  Continuation  de  la  leçon  précédente  ) 

Tkcoriç  des  multiplicateurs  des  équations  dérivées. 

La  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l'équation 
priqaitiye  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque  ,  est 
de  la  préparer  de  façon  que  son  premier  membre 
Revienne  une  foncuon  dérivée  exacte  ;  car  alors  il 
n'y  aura  qu'à  prendre  sa  fonction  primitive  ,  et  y 
ajouter  une  constante  pour  avoir  l'équation  primi- 
tive d'un  ordre  inférieur  ;  et  en  opérant  ainsi  succes- 
sivement on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive, 
entre  les  deux  variables,  et  autant  de  constantes*  ar- 
bitraires que  Tordre  de  la  proposée  le  comportera. 

Or  je  vais  prouver  que  cet:e  préparation  est  tou- 
jours possible  ,  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  t 
lorsque  l'équation  dérivée  de  l'ordre  n,  est  réduite  à  la 
forme 

y  (*'  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées 
de  y, 

D'un  côte  ,  il  est  clair  que  cette  réduction  est  tou» 
jours  possible  ou  censée  possible  ,  quelque  soit  la 
forme  de   l'équation  pio^oséc  ;  car  il  n'y   a  qu'à  en 

tirer  la  valeur  de  ;   l'J     en  #,  YO*  %  >'"ctç  ,  par  lc§ 
règles  connues, 


(**5  ) 
De  Pautre  côté  ,  nous  avons  déjà  observé  plus  haut 
que  fie  que  puisse  être  l'équation  primitive  de  Tor- 
dre immédiatement  inférieur,  si  on  dé- âge  ta  consuma 
aibi  traire  ,  et  qu'on  prenne  ensuite  les  fonction!  dé- 
rivées ,  on  a  une  équation  dérivée  1  où  la  plus  haute 
dei  fonctions  dérivées  dej  ,  ne  sera  qu'à  la  première 
dimemiofi ,   ci  qui    devra  j»ar  conséquent  être  iden- 
tique avec  la  proposée. 

Ainsi  ayant  réduit  L'équation  primitive  à  la  forme  , 

cm  a  est  la  consume  arbitraire  ,  on  aura  l'équation 
dérivée, 

laquelle  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  la 
variation  de/  (  n — i  )  d'après  la  notation  abrégée  in- 
diquée dans  la  leçon  VI  ,  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

P'on  Ton  tire 

y         _< v  -LJ. — r_ )=o 

t'UÇ»-  O)     > 

Comme  la  constante  a  a  disparu,  cette   équation 
devra  être  ideutiq  te  avec  l'équation  proposée  puis- 

que  ta  valeur  de  y  ;doit  ctre  la  même  ^lans  le*  deux 


(  so6  ) 

équations.  Donc  la  f onction  f  (  x,  y  ,j/.  •  •  y 
sera  indentique  avec  la  fonction 


(--»; 


(m) 

Ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité  y    , 
fonction 

détiendra  identique  avec  la  fonction 

r(».„/.:.,('-'))+T('V(>('-,)> 

C'est-à-dire  avec  la  fonction 

F'f*,,./..../""0) 
F'  {y  ("■"')) 

Donc  l'équation 


Etant  multipliée  par  la  fonction  F'  (  /  ) 


deviendra 


F' (*,>,/. .../"-'^o, 


I  so7  y 

Hotte  que  ion  premier  membre  sera  une  fonction 
lé  rivée  exacte* 

Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d'un  ordre 
inférieur  à  celui  de  l'équation  proposée  par  laquelle 
•cette  équation  étant  multipliée,  son  premier  membre 
devient  une  fonction  dérivée  exacte. 

Gomme  cette  proposition  est  fondamentale  ,  et 
donne  lieu  à  des  conséquences  importantes  ,  nous 
allons  la  considérer  sous  un  point  de  vue  plus  éten- 
du. 

Soit  F  (  x  t  y  ,  / , . .  y  ,  a  )  =  o 

l'équation  primitive  de  la  même  équation  dérivée 

/a)+/(*^A/..y,0)=o, 

«  étant  la  constante  arbitraire. 

Par  la  théorie  générale  on  aura  l'équation  dérivée 

de  la  primitive  supposée  en  éliminant  a  au  moyen  de 

l'équation 

_  »  (»— i  )      A 

F(a?,  j%f ...  ;  ,a;  =o 

jEt  de  ta  dérivée 

F'(*,,,/...  /"~l})=o 
i  étant  régardé  comme  constante. 

De-lft  il  est  facile  de  conclure  comme  ci-dessus  que 
a  fonction 


(  *<&  ) 

deviendra  indentique  avec 

(»  — ») 

en  substituant  ici  à  la  place  de  a  sa  valeur  enar,; 


etc 


tirée   de  l'équation  primitive. 


Considerant'donc  a  comme  une  pareille  fond 
déterminée  p^r  l'équation  primitive 

(  — ° 
F(x  ,  y,  y'.  ♦  .y  ,  a  )=  o, 

on  aura  poui  la  détermination  de  a*  l'équation 

rivée 

F'(x,y,y'...  y(n"l),«)=0 

laquelle  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  a 
vaot  la  notation  employée  ci-dessus  devient 

F'(x,y,y:..y(n~,);  +  «'F'(«)=0 
D'où  l'on  tire 

'_-».-      r.(»,y.y*...V(— °t 

F'   [a) 

=  (y(")+/(x,y,y'....y!n-  ,})) 


X 


F» 


equa 


(  «•§  î 

Équation    qui    sera    ideniiquc  en    substituant  poux 
a  sa  valeur  en  x ,  y  etc. 

Si  donc  on  multiplie  l'équation 

par  la  fonction  ™7T * 80n  premier  mem- 

r  (a) 

bre  deviendra  une  fonction  dérivée  exacte  ,  dont  la 
fonction  primitive  sera  ~-  a ,  en  supposant  a  détermi- 
née par  l'équation 

On  est  donc  assuré  de  cette  manière  de  l'existence 
d'un  multiplicateur ,  qui  peut  rendre  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée ,  une  fonction  déri- 
vée exacte. 

La  mime  équation  identique  nous  fait  voir  aussi 
que  ce  multiplicateur  n'est  pas  le  seul  qui  jouisse  de 
cette  propriété ,  et  nous  donne  en  mêmetems  le 
moyen  de  trouver  tous  les  multiplicateurs  qui  auront 
la  même  propriété.  Car  il  est  évident  que  le  premier 
membre  de  l'équation ,  devenant  égal  à  —  a' ,  il  sera 
toujours  une  fonction  dérivée  exacte ,  étant  multi- 
plie par  une  fonction  quelconque  de  a.  et  qu'il  ne 
pourra  Fêtre  qu'autant  que  le  multiplicateur,  ne  con- 
tiendra que  a.  Donc  le  premier  membre  deviendra 
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(  «16,1 
aussi  une  fonction  dérivée   exacte  ,    étant  multiplia 
pai  une  fonction  quelconque  de  a. 

Don  il  est  aisé  de  conclure  que  la  formule  géné~: 
raie  de  ces  multiplications  sera: 

9  a  dénotant  une  fonction    quelconque  de  a,  etli.j 
quantité   a  étant  une  fonction  de  x  ,  y  ,  'y'  ,    etc  , 
déterminée  par  l'équation  primitive 

Il  est  facile  de  voir  aussi  que  tous  ces  multiplica- 
teurs redonneront  la  même  équation  primitive 

^  étant  ici  la  constante  arbitraire.  Car  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  proposée  de  Tordre  «eme,  deviendra, 
par  la  multiplication  de  la  formule  précédente,  iden- 
tique avec  la  quantité  — a1  p  a \  de  sorte  qu'en  dé- 
notant par$<zà  la  fonction  primitive  de  a  f  a%  on  aura 
tout  de  suite  l'équation. primitive  $  a  =  ctfni/  ;  d'où 
Ton  tirera  aussi  a  =  const.  Or ,  a  étant  ici  la  fonction 
de  i,;,  y    etc,j  (B""1)   qui  résulte  de  l'équation 

F  (x,j,  /..  .j  *  i  a)  =o  ,  ileit  visible  que  l'é- 

quation =  const ,  n'est  autre  chose  que  cette  même 


Uf4iÉi  laquelle  on  suppose  «jœ  *  devienne 
arbitraire» 

Ainsi,  lorsqu'une  équation,  dérivée  de  Tordre  »eme, 
est  réduite  à  la  forme 

chaque  équation  primitive  de  Tordre  n— i,  avec 
«ne  constante  arbitraire ,  fournit  une  infinité  de  mul- 
tiplicateurs ,  tous  renfermés  dans  une  même  formule, 
lesquels  peuvent  rendre  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion une  fonction  dérivée  exacte  ,  et  redonner  la 
même  équation  primitive. 

Si  l'équation  proposée  n'est  que  du  premier  ordre  , 
il  n'y  a  alors  qu'une  seule  équation  primitive  ,  et  par 
conséquent ,  il  n'y  aura  aussi  qu'une  seule  formule  de 
multiplicateurs. 

Si  l'équation  proposée  est  du  second  ordre,  nous 
avons  démontré  qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux 
différentes  équations  primitives  du  premier  ordre  ; 
chacune  d'elles  donnera  donc  une  fomiule  particu- 
lière de  multiplicateurs;  mais  on  pourra  aussi  ren- 
fermer ces  formules  dans  une  formule  plus  générale 
encore. 

Car  soit 

L'équation  proposée  du  second  ordre,  dont  les 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  soient 


i  8I_«  > 

F{  x,  y,  yr,a  )  =  o,  F   (*,  y,  y\  &)  =:<>; 

a  rt  b  ,  étant  les   deux  constante!  arbitraires. 

En  regardant  ces  deux  quantités  a  et  b,  comme  det 
fonctions  de  a;,  y,  y',  déterminées  par  ces  mêmes 
équations ,  on  trouvera ,  par  l'analyse  exposée  ci- 
dessus  ,  les  deux  équations  identiques. 


i 


(y  +/(*,  js  /))x^''yï 


<*"  +  /(*osj''))x|ïi^-)  =-»'• 


F'  (y')  =. 


«', 


Soit  maintenante  (  a  ,  b)  une  fonction  quelconque 
de  a,  b  ,  sa  fonction  dérivée  $'  (  a  ,  &)  sera  représen- 
tée par  a  &'  (a  )  +  V  $'  i  6  )  ;  de  sorte  qu'en  mul- 
tipliant la  première  des  équations  précédentes  par 
$'  [a),  h  seconde  par  $'  (  b  ) ,  et  les  ajoutant  en- 
semble on  aura 


F'(*) 


—  *'(«,*). 


On  aura  ainsi  cette  formule  générale  pour  le  multi- 
plicateur de  l'équation  proposée  , 


En  supposant  a  et  i  détermines  par  les  deux  équa* 


F(*,  y,  y' ,  a)  =  o,F    (  jt  ,  y,   y\  &  )  =  o  , 

ft  le  premier  membre  de  l'équation   deviendra  alori 
P~*(a,fr);  de  sorte  que  l'on  aura  sur-le-champ 
réquitÎQQ  primitive  *  (a  ,  b  )  =  const. 

De  même  si  on  prend  une  autre  fonction  quelcon- 
que deactt,  représentée  par*  (aJ),oncn  tirera 
de  même  l'équation  primitive  *  [a^  b)  —  cous  t. 

Ces  deux  équations  donneront  donc  a  et  b  égales 
à  des  constantes  ,  quelles  que  soient  1  es  fonctions  dé- 
signées par  les  caractéristiques  $  et  t  ,  ce  qui 
redonnera  les  mêmes  équations  primitives  d'où  Ton 
était  parti  ;  d'où  Ton  voit  comment  ces  équations  se 
trouvent  indépendantes  des  fonctions  arbitraires,  qui 
peuvent  entrer  dans  les  multiplicateurs. 

On  peut  appliquer  cette  théorie  aux  équations  dé- 
rivées dits  ordres  supériemrs  au  second,  et  en  tirer 
des  conclusions  semblables. 


On  peut  donc  toujours  trouver  la  forme  générale 
des  multiplicateurs  ,  lorsqu'on  connaît  les  équations 
primitives;   mais  comme  ces  multiplicateurs    four- 


(«■4) 

Hissent     eux  mêmes   un    moyen    de    parvenir    ani 
équations  primitives  t   il  serait  important  de  pouvoir] 
les  trouver  à  poslfriori ,  d'après  les  équations  dérivéei. 
Euier  ,  et  d'antrej  après  Ini  .  se  sont  occupés  de  cette! 
recherche  ;  mais  c'est    un    de  ces  problêmes ,  dont] 
en  ne  saurait  espérer  une  solution  générale. 

Ponr  donner  un  exemple  de  c?  que  nous  venons 
d'ex»  oser,  prenons  l'équation  du  second  ordre 

xy"  —  y'  =  o, 

que  nous  avons  trouvés  plus  haut.  J'observe  d'abord 
que,  dans  l'état  on  elle  est,  son  premier  membre  est 
dtjk  une  fonction  dérivée  exacte;  car,  puisque 

x)   !    =  r  y     +  y  on  a  .r  y    =  (xy  >  —  y  , 

de  sorte  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(  x  y'  )'  —  a  y  '  =  o  ;  d'on  Ton  tire  sur-le-champ  l'é- 
quation primitive  du  premier  ordre. 

xy1  —  2^-f-  A  =  o. 

A  é  ant  w  c  constante  arbitraire. 

Pour  avoir  l'équation  primitive  de  celle-ci ,  je  cher- 
che un  multiplicateur  qui  rende  son  premier  membre 
une  fonction  dérivée  exacte  .  et  il  est  facile  de  voir 
qnc  cela  aura  lieu  en  divisant  l'équation    par    *3  ; 

de  sorte  que  le  multiplicateur  sera      -• 

En  effet  elle  devient  pai  là 


&f.p 


3_  H — r  +  °  » 


et  la  fonction  primitive  du  premier  membre ,  est 

y_ a  _  . 

de  sorte  qu'on  aura  l'équation  primitive 

-4--— ,+^=o, 

lavoir  en  multipliant  par  x2 

.T  +  B  **   —  "^-  =  o  , 
B  étant  aussi  une  constante  atbitraire. 

Cette  équation  contenant  ainsi  deux  constantes  ar- 
bitraire*, AetB,  sera  Téquation  primitive  coraplcttc, 
de  Téquation  proposée  du  second  ordre,  et  on  voit 
eneffet  qu'elle  ceincide  avec  Téquation 

#*—  «ay+fl!  +  fc  =  o 

d'où  la  proposée  avait  été  dérivée  ;  puisqu'il   n'y  a 
qu'à  la  diviser  par  B  ,  et  faire 


B=  —  _JL,    et  —  _=a*+* 
S  a  *  * 


Mais  au  lieu  de  chercher,  comme  on  vient  de  le 
faire  !  Téquation  primitive  de  la  primitive  du  premier 
ordre  ,  en  peut  chercher  une  autre  équation  piimi- 


{  »i6> 

tivc  de  la  proposée;  et  pour  cela,  j'observe  que  la 
fonction  Jenvee   dc,x    y      est 

mxm  -xy'n  +  n  xm  j'  *-  i  y'\ 

aimsi  la  proposée  étant 

x  y"—  y'  =  of 

on  voit  qu'en  faisant  m  =  —  i,n=i,  son  premier 
membre ,   deviendra  une    fonction   dérivée  exacte , 


étant  multipliée  par  x  ~"2,  ou- 
la  nouvelle  équation  primitive 


-;    et   l'on  aura 


+  B  =  o. 


Combinant  donc   cette  équation    avec  l'équation 

a:  y'  —  «  y  -+-  A  =  ô 
trouvée  précédemment,  pour  en  éliminer^' ,  on  aura 
Téquation  en  x  et  y , 

—  B  a;  2  —  ay+  A  =  o, 

qui ,  à  raison  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  B, 
sera  aussi  1  équation  primitive  complète  de  la  propo- 
sée. En  effet,  elle  se  réduira  à  la  même  forme 

x2  —  2  a  y  +  <*2  +  &=s:0, 
étant  divisé  par  —  B  ,  et  fa.sant 


i 
TT 


=  —*,  —  —  =?**  +b. 


Nous 


(  ti7  > 
Nom  alloni  maintenant  chercher  les  caractères  gé- 
mêranx,  par  lesquels  on  peut  reconnaître  si  une  fonc- 
tion donnée  de  r,  y,  y',  y"  etc,  est  une  fonction 
dérivée  exacte.  Ce  problème  est ,  comme  Ton  voit , 
nécessaire  pour  la  recherche  des  multiplicateurs  ; 
mais  il  Test  aussi  pour  d'autres  recherches  d'analise. 
Les  géomètres  s'en  sont  beaucoup  occupes  ,  presque 
au  moment  de  la  naissance  du  calcul  différentiel;  et 
ils  sont  enfin  parvenus  à  une  solution  générale.  La 
méthode  par  laquelle  nous  allons  le  résoudre  ,  mérite 
particulièrement  leur  attention,  parce  qu'elle  est  ap- 
plicable à  toutes  les  questions  du  même  genre. 
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LEÇON     QUATORZIÈME. 

Des  équations  de  conditions ,  par  letqn'Ues  on  jnut  re- 
connaître ,  jî  une  fonction  d'un  ordre  quelconque ,  de 
plusieurs  vaiiabla  ,  est  une  font  tion  déiivée  *xacu% 

J'appelle  en  général  fonction  du  premier  ordre, 
toute  fonction  qui  contient  des  fonctions  dérivées  du 
premier  ordre  ,  soit  qu'elle  soit  elle-même  une  Jonc- 
tion dérivée  ou  non.  J'appelle  de  même  fonction  du 
second  ordre,  toute  fonction  qui  contient  des  fonc- 
tions dérivées  du  second  ordre  ,  soit  qu'elle  soit  ou 
non  une  fonction  dérivée  ;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  si  V  est  une  fonction  quelconque  de  x  ,  y  et 
yr,  ce  sera  une  fonction  du  premier  ordre  ;  si  V 
est  une  fonction  quelconque  de  x  ,  y  et  j  '  ce 
sera  une  fonction  du  second  ordre  ;  et  en  général  V 
sera  une    fonction   de  Tordre  nettie ,   si  elle  contient 

x  i  y,  y' ,  y",  y"  etc.  jusqu'à  y  (  "  \  où  seulement  quel- 
ques-nnes  de  ces  quantités  ,  pourvu  qu'elle  contien- 

(n) 

ne  yv  ' 

Considérons  une  fonction  V  d'an  ordre  quel- 
conque des  variables  x  et  y.  Il  est  clair  que  si  y  était 
une  fonction  donnée  ou  connue  de  rr,  la  fonction  V 
deviendrait  une  simple  fonction  de  or ,  et  dans  cet 
état ,  elle  serait  ou  pourrait  être  censée  être  une 
fonction  dérivée  exacte;  car  si  elle  n'a  pas  naturelle- 
ment une  fonction   primitive,  on  peut  toujours  en 


{  **9  ) 
CroujreTune  par  Tes  séries,  soit  en  résolvant  la  fonc- 
tion donnée  en  série  de  puissances  de  x ,  et  prenant 
ensuite  la  fonction  <léri\ée  de  chaque  terme;  soit  en 
employant  la  térie  générale  (  Leçon  XII.  ) 


y  =  y0  +  y0'  X  +  y0'' 


1»  *% 

0'* 


-f-  etc. 


Et  supposant  que  j  '  soit  la  fonction  proposée  en  xy 
dont  par  conséquent  y  sera  la  fonction  primitive. 

Mais  lorsqu'on  regarde  y  comme  une  fonction  in- 
déterminée de  x  alors  la  tonciîon  V  ne  peut  devenir 
une  fonction  dérivée  exacte  ,  qu'en  satisfaisant  a 
certaines  conditions. 

En  effet,  supposons  que  V  soit  une  fonction  dé- 
rivée exacte  de  Tordre  neme \  Jont  la  fonction  primi- 
tive de  Tordre  immédiatement  inférieur  soit 

F(x,y,y'.,.>(""~,). 
On  a  donc  par  l'hypothèse 

V=F'(x,y,  y'...  )("-,)) 
Et  séparant  dans  la  fonction  dérivée  F' . . .'  la  partie 
relative  à  y  * Ur^1  ' ,  on  auia 

/«—  2)  (n)  (  n—  1  ) 

V=P'(x,y,y\..yl  '  )  +   y[  Jf'  [y{  >) 

D'où  Ton  voit  que  la  fonction  V  ne  peut-être  qu* 
de  la  forme 


(    220   ) 

V=4(*,y,y'..y         ') 

+  yu  t  (  *  ,  yiy-.y      '  '  ) 

Les   caractéristiques  9  et  4  i   dénotant  des  fonctions 
inconnues  des  quantités  x  ,  y  ,   y'  etc,y  C"""1' 

Et  il  faudra  qu'il  y  ait  entre  ces  fonctions  une  rela- 
tion telle  que  Ton  ait. 

+  (x,y.y'.../  >)=F'(x,y,y\..yl  '), 


'i 


f(x,y,y\...y("     '  )  )=  F'.(y<*~  '  ) 


) 


Considérons  dans  la  fonction  f  la  quantité 
y  (  n""f  ) ,  comme  seule  variable,et  prenons  la  fonction 
primitive  relativement  à  cette  seule  variable.  Si  on 
dénote  par 

/n—  i  ) 

•(*iyiy'--r        ) 

cette  fonction  primitive,  elle  sera  en  même  tems  la 
fonction  primitive  de  la  partie 

y{   F  (y         ) 

relative   à   la  variation    de  y  'n~*1  '.  Elle  ne  pourra 
donc  différer  de  la  valeur  de 

F(x,y,y'...y("""',)) 
que  d'une  quantité  indédendante  de    y**- '  )• 


(ttt>  l 


F(x,y,y'....y(Jl     '  )  )  =  *  (  x  ,  y ,  y'...  y("~f>  ) 

U  étant  une  constante  relativement  à  y  t"""1',  et 
qui  pourra  être  une  fonction  quelconque  de 

x  ,  y ,  y'  etc  ,  yv  '  sans  jK  ' 

Prenant  maintenant  les  fonctions  dérivées  relative- 

ment  a     x  ,  y  ,    y     etc  :    yv  '      on  aura 

F'(x,y,  y'...y<  }) 

=  *'(*, y,  y'...  yC"*)) 

où    Ur   est    la   fonction    dérivée    complette  de  U 
puisque  U  ne  contient  que  x ,  y ,  y'  etc  y l  '        '. 
Ainsi  on  aura 


4(*»7i  y  —  y 

,y,y'. 
+  13' 


f  #       (n — i) 

=  *'(x,yiy'...yk 


Et  par  conséquent 


(  ««*  ) 

D'où  il  s'ensuit  que  la  fonction 

+  (x,y,^..V"~,î)-»'(«.7^--y(",*)>! 

doit   être   elle  même   une     fonction   dérivée    exacte 
d'une  fonction  de  x  .,)',  y'. .  .y  tn~"*J 

Ainsi  la  question  de  rendre  une  fonction  de  Tordre 

neme .  une  dérivée  exacte,  est  réduite  à  rendre  une 

autre  fonction  de  l'ordre    (  n — i  )  em* ,    une  dérivée 
exacte.  Et  ainsi  de  suite. 

En  procédant  ainsi  par  dégrés  ,  on  peut  trouver, 
non- seulement  les  conditions  pour  qu'une  fonction 
donnée  d'un  ordre  quelconque  ,  soit  la  dérivée  exacte m 
d'une  l'onction  de  l'ordre  immédiatement  inférieur; 
mais  encore  cette  fonction  mime  qui  en  sera  la 
fonction  primitive. 

Soit  donnée  par  exemple  la  fonction  du  second 
ordre 

y      *y*.y* 


En  la  comparant  à  la  formule  générale,  on  aura 
ti=  t  ,  et 

4(x,   y,  y',=    jl-^\,(*,y,y')=    * 

y  y  y 

Considérant  j 'comme  la  seule  variable, la  fonction 


(ti3) 

primitive  de   —    fera    *-j/  =  $  te^o')* 
de  forte  qu'on  aura 

F{«,yiy')  =    — y*+U 

y 

U  étant  fonction  de  »  et  jf  seulement. 
Or  en  ne  faisant  varier  que  jety,  on  aura 


*'£*.y}  =  ^-- 


donc  on  aura 

y 


Donc  U  =  K,  ,  K  étant  une  constante  quelconque  ; 
par  conséquent  la  fonction  primitive  F  £  x  ,  y  ,  y'  ) 
delà  proposée  lera 


*y 


+   K; 


comme  il  est  facile  de  l'en  assurer. 

Lorsque  la  fonction  proposée  ne  sera  pas  une  de- 
nrée exacte,  alors  dans  la  suite  des  fonctions  qui 
doivent  êcre  en  même  tems  des  dérivées  exactes  ,  il 
s'en  trouvera  une  qui  ,  par  sa  forme,  ne  pourra  pas 
l'être;  et  on  en  conclura  que  la  fonction  proposée 
ne  saurait  l'être  non  plus  dans  l'état  où  clic  est.  Mais 
comme  dans  les  fonctions  d'uu  ordre  un  peu  élevé  t 


(  "4  ) 

les  opérations  qu'on  aurait  à  exécuter  pour  pouvoir  ' 
s'assurer  si  elles  sont  des  dérivées  exactes,  pourraient* 
rendre  cette  recherche  assez  pénible,  il  est  utile  d'a- 
voir descaractères  généraux,  par  lesquels  on  puisse  ju-_ 
ger  immédiatement  si  une  fonction  d'un  ordre  quel» 
conque  est ,  ou  non ,  une  dérivée  exacte  d'une  fonc- 
tion de  Tordre  immédiatement  inférieur ,  ou  même 
d'un  ordre  inférieur  quelconque.  Ce  sont   ces  ca- 
ractères qu'on  connaît  dans  le  calcul  différentiel, 
sous  le  nom  de  conditions  d'intégrabili té ,  et  qu'Euler 
et  Condorcet  ont  réduits  à  des  formules  générales  et . 
élégantes. 

L'analise  que  nous  allons  exposer,  ne  laiserarienà 
désirer  sur  ce  sujet. 

Supposons  que  la  fonction  V  d'un  ordre  quelcon- 
que soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  fonction  U 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur  ,  indépendam- 
ment d'aucune  relation  particulière  entre  x  et  y  ;  il 
est  clair  que  si  dans  ces  deux  fonctions  on  substitue  à 
la  fois  y  +  a>  à  la  place  dey  ,  et  conséquemment^r 
+  «\  y"  +  &"  *tc  ;  à  la  place  de  y',  y"  etc. 
en  supposant  o  une  fonction  indéterminée  de  a?,  ces 
fonctions  continueront  à  être  l'une  la  fonction  déri- 
vée exacte  de  l'autre  ,  puisque  cette  dérivation  ne 
dépend  point  de  la  valeur  de  y.  Donc  elles  le  seront 
encore  si  après  ces  substitutions  on  les  développe  sui- 
vant les  puissances  et  les  produits  de  a ,  ù>\  o>"  etc  : 

T 

Dénotons  par  U  la  totalité  des  termes  du  dévclop- 

ptmeu 


\ 


pement  de  U  où  les  quan  rîtes    ss^  •#/.,  *»"  etc  ne  SE 

* 
trouveront  qu*à  la  première  dimension,  pat  U  la  iota- 

liïë  des  terme*  ,  où   ces  quantités  formeront  deux  dU 

nezmoni,etc, 

T 

Dénotons  de  même  pat  V  U  totalité  des  termes  du 
développement  de  V  où  les  mêmes  quantités  *»,«', 
•"  ttc  se  trouveront  a  la  première  dimension,  pat 
1 

V  la  totalité  des  teimes  où  ces    quantités  formeront 
deux  dimensions,  etc. 

On  aura 

U  +  Ù  +  Û+U  +  etc; 

ponr  le  développement  de  U  ,  et 

V-hV  +  V  +  V+etc, 
pour  le  développement  de  V. 

Cette  dernière  série  sera  donc  la  fonction  dérivée 
exacte  de  la  première  ,  et  je  vais  prouver  que  chaque 
terme  de  Tune  sera  la  fonction  dérivée  exacte  du 
terme  correspondant  de  l'autre. 

Car  si  au  lieu  de  substituer  simplement 

à  la  place  de 

7)/^  y''  »  etc  ; 

Liçens.  Tome.  X.  E  • 
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DD  avoit  substitué 

y  +  m  »  ,  y'  -f  m  <*\  y"  +  m  «*"  etc , 
m  étant  une  constante  quelconque  indéterminée  \ 
la  transformée  de  V  serait  également  la  dérivée 
exacte  de  la  transformée  de  U  ,  quelle  que  puisse-êtit 
la  valeur  de  m.  Or  il  est  visible  que  par  ces  substi- 
tutions les  fonctions  U  et  V  devicodroient 


U- 


roÙ 


ro'U- 


•  m3  U  -t-  ctc  ; 


V  +  m  V  +  m*  V  +  m3  V  +  etc; 

ainsi  la  seconde  de  ces  deux  séries  seroit  la  dérivé* 
exacte  de  la  première;  donc  en  retranchant  les  premier 
termes  U ,  V,  dont  l'un  est  par  l'hypothèse  la  dérivé* 
exacte  de  l'autre  ,   et  divisant  par  la  constante  m 
on  aura  les  deux  séries 

TJ  +  m  Û  +  m2  U  +  etc  ; 

x  û  3 

V  +  wV+»2V  +  etc. 
dont  la  seconde  devra  être  la  dérivée  exacte  de  1 
première  quelle  que  soit  la  constante  m.  D'où  il  e 
facile  de  conclure  que  les  termes 

I  2  3 

V,  V,  V  etc: 

devront  être  chacun  en  particulier  la  dérivée  exac 
des  termes  correspondais 

I  2  3 

U,  U,  U  etc. 
Car  d'abord  en  faisant  m  —  o  il  s'ensuivra  que  V 


£.. 


(  «7  î 

fera  la  dérivée  exacte  de  U  ;  donc  retranchant  Ici 
premiers  termes  de  part  et  d'autre  ,  et  divisant  par  m% 
on  aura  les  séries 

U  +  m  u  +  m2  U  +  etc  , 

V+mV+^V  +  ctc, 

dont  la  seconde  sera  la  dérivée   exacte   de    la  pre- 
mière ;  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  comme  la  fonction  V  ne  contient  les 
quantités  »  ,  «' ,  »"  etc  ,  qu'à  la  première  dimension, 
il  est  facile  de  s'assurer  que  tant  que  ces  quantités  de- 
meurent indéterminées ,  sa  fonction  primitive  ne  peut 
contenir  aussi  que  les  premières  dimensions  des 
mêmes    quantités  ;   par  conséquent  il  ny  a  que  le 

i 
terme  U  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive.  Il  en  est 

2  2 

de  même  des  termes  V  et  U  ou  ces  quantités  montent 
à  la  seconde  dimension;  et  ainsi  de  suite. 

i 
Il  faut  donc  d'abord  que  la  fonction  V  ,  soit  une 
dérivée  exacte ,  indépendamment  d'aucune  relation 

entre  x,  y  et  ».  Or ,  puisque  V  est  la  partie  du  dé- 
veloppement de  V,  qui  ne  contient  que  les  premières 
dimensions  de  »,  »',  »"  etct  il  est  clair  que  cette 
fonction  ne  peut  être  que  de  la  forme 


VrzNw+P*'  +  Q.û/r  +  R  «"'  +  ctc 


les  coéficicns  N  ,  P  ,  Q.etc  ,  étant  des  fonctions  de 
x  .y  .  y  ,  ^  "  etc  ,  sans  «.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trou- 
ve* le.^  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction 
de  cette  forme  soit,  généralement  parlant,  une  dé- 
rivée exacte. 

Si  on  considère  les  fonctions  dérivées  du  produit 
de  deux  quantités  quelconques  ,  et  qu'on  dénote 
comme  nous  l'avons  indiqué  à  la  fin  de  la  leçon  II, 
par  des  traits  appliqués  aux  parenthèses  ,  les  fonctions 
dérivées  des  quantités  renfermés  entre  les  parenthèses» 
on  a 

(P«)'  =  Pa>'  +  P'  * 
donc 

P  *'  =(P«)'  —  Pr  «, 

On  a  de  la  même  manière 

.  Q>'  =  (  O;  •  )'  -  Q."  -  donc 

Q.-"  =  (Q.-')'-(Q.'-)'  +  Q>. 

Et  Ton  trouve  pareillement 

R  »'"  =  (  R  «")'  —  (R'  »')'  +  (R"  »  )'_R'"  m 
Et  ainsi  de  suite. 


Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  V  , 
elle  deviendra 


(  «9  ) 
V==  (N  —  P'  +  Q."  —  R'"  +  etc.)* 

+  (Q, -7 -(»'•')'  +«w. 

+  (  R  *"  )'  —  etc. 
Etc.. 

Comme  tous  les  membres  de  cette  expression  v 
excepté  le  premier ,  sont  des  fondions  dérivées 
exactes,  il  faudra  que  le  premier  membre  en  soit  une 
aussi  en  particulier  ;  or  ce  membre  étant  de  la  forme 

(N  —  P'  +  Q,"  — R'"  +  etc.  )  * 

oi  N,  P,  Q  etc  ,  sont  des  fonctions  de  os  ,  y  ^ 
y  etc  ,  sans  û>,  il  est  visible  qu'il  est  impossible  que 
cette  formule  devienne  une  fonction  dérivée  exacte  , 
par  rapport  à  ces  variables,  et  à  la  variable  »,  indé- 
pendamment d'aucune  relative   entre  ces  variables. 

D'où  il  s'ensuit  que  la  fonction  V,  ne  saurait  devenir 
une  fonction  dérivée  exacte  ,  à  moins  que  la  formule 
dont  il  s'agit  ne  disparaisse  d'elle-même. 

Ce  qui  donne  l'équation 

N  —  V  +  Q"  —  R'"  +  etc  ,  =  o. 

Laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  d'au- 
cune relation  particulière  entre  x  et  y,  devra  être 
entièrement  identique. 

Telle  est  donc  l1  équation  de  condition  nécessaire  , 


(*3o) 

pour  que  la  fonction  V  devienne  une  fonction  dé- 
rivée exacte  ;  et  il  est  visible  que  cette  équation- 
ayant  lieu,  sa  fonction  primitive  sera 

(F— Qf+R"  — etc:)  «4-(Q.-.R'+etc)«: 
+  IR—  ctc,J    "  +  etc. 

I 

Maintenant  je  vais  prouver  que  si  la  fonction  V  est 
une  fonction  dérivée  exacte  >  la  fonction  V  en  sera 
nécessairement   une  aussi.   Pour  cela   je    vais   d*a- 

*  3 

bord  prouver  que  les    fonctions  V  ,  V  etc  ,  seront 
chacune  en  particulier  des  dérivées  exactes. 

i 
Puisque  la  fonction  V  est  supposée  une  dérivée 

exacte  d'une  fonction  de 

x  ijr  ,y  etc,  «,»'  etc  , 

si  on  met  dans  Tune  et  dans  l'autre  de  ces  fonctions 
y  -J-  n  ca  à  Ja  place  de  y  ,  et  par  conséquent  aussi 

y  +«»',  yn  •+■  n  «"  etc  , 

à  la  place  de  yf  %yn  etc:  n  étant  une  constante  quel- 
conque a:bitrairc,!a  première  sera  encore  une  ionctkm 
dérivée  exacte  de  la  seconde; et  elle  lésera  aussi  étant 
développée  suivant  les  puissances  et  les  dimensions  de 
la»  t  «',  cê'f  etc. 

Supposons  que  par  ces  substitutions  ,  et  ce  deve- 

i 
fj.i  cm  V      devienne 


(  *3i  ) 

V  +  n  V  +  **  V  +  *3  V  +  etct 
t  a  3 

chacune  des  fonctions 

V  ,  V  «  'V  «te  i 

i         a         s 
ier>  nécessairement ,  à  cause  de  la  constante  in  Jeter- 
ntoéc  n,  une  fonction  dérivée  exaue. 

Supposons  casui:c   que   la   fonction  V    devienat 
par  Ici  mêmes  substitutions  et  développement 

V-+-  n  V  +  naV  +  n*  V  +  «tc, 

I     .  2  3 


Et  que  la  fonction  V  devienne  pareillement 

3  3  3  3 

V  +  »  V+n2V  +  n3  V  +  ctc, 

I  2  3 

et  ainsi  de  suite. 
Or  la  fonction  V  est  supposée  devenir 

V+  «V+.m»  V  +  etc: 

par  la  substitution  de  y  -+-  m  *>  ,  j  '  -f-  m  *f  etc  à  la 
place  de  y  9y*.  etc 

Donc  par  la  substitution  de 

.T  +  n*i  y  +»"'ctcf 


(  «3t  )  31 

au  lîcu  dcjy.y  etc  ,  clic  deviendra  « 

V  +  nW  +  n*V  +  n*V  +etc:  ' 

Par  conséquent  si  dans  la  formule 

V  +  m  V  +  m*  V  -f  m3  V  +  etc 
on  fait  ces  mêmes  substitutions  de 

y  +  n  *>  ,  y  +  n  J  etc  , 
à  la  place  de  y,  y  etc  :  et  qu'on  développe  les  ter- 
mes suivant  les  puissances  ;de  <»,  »'  etc  ,  elle   de. 
viendra 

V  +  nV-f-n2  V  +  n3V+etc, 

T  T  t 

-t-  m  V  4-m  n  V  -4-  m  n2  V  -h  ctc  , 
1  a 

-f  m*  V  +  m*  n  V  -4-  ctc  , 


4.  m3  y  +  etc  % 
Etc. 
D'un  autre  côté  cette  même  formule 

V  -f.  m  V  +  m2  V  +  ctc , 

étant  déjà  le  résultat  de  la  substitution  de 

y  +mû>   ,  jr  +  fl*  û>' etc: 

à  la  place  de  jr  1(y'  etc  :  dani  la  fonction  U  ,  il  est  clair 

que 


(  «33    ) 

tjue  le  résultat  de  la  nouvelle  substitution  dé 

y  -f-n»  ,  y  +  n  ^'etc  . 

à  la  place  de  ^  ,  y  etc  :  ne  pourra  être  autre  chose 
que  le  résultat  des  substitutions  simultanées  de 

^-f-(w-f-n)«,y  +  (m  -f  n  )«'  etc, 

à  la  place  de  y  ,  y  etc  ,  dans  la  même  fonction  V  ,   et 
que  ce  résultat  sera  en  changeant  n  en  m  +  n 

V  +  (m+ti)  V  +  (ro-f-w)2V 

6 

-+-(  m -Mi  )3  V  -f-etc. 

Ces  deux  résultats  doivent  donc  être  identiques, 
et  à  cause  des  deux  constances  indéterminées  m  et  n 
il  faudra  que  les  termes  affectés  de$  mêines  puissances 
de  m  et  n  soient  identiques  de  part  et  d'autre. 

Comparant  les  termes  affectés  de  m  ,  m  n  ,  m  n2  ^ 
mn*  etc,  on  aura  donc 


111  2i  3        i  4 

V  =  V,V=«V,V  =  3V,  V  =  4Vctc. 

-  %  2  3 

Donc 


2  ,13  II  il 

,V  =  —  V>  V  =  -  V  =  -  V  etc. 

2      2  ù       1  4    3 


La  comparaison  des  autres  termes  fournira  d'autre! 
relations ,  que  nous  omettons  parce  qu'elles  ne  sont 
point  nécessaires  pour  notre  objet. 

Leçons  Tome  X.  Ff 
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Donc  puisqu'on  a  déjà  vu  que  les  fonctions 

V  ,  V  ,  V  etc  , 

l  2  3 

sont  nécessairement  des  fonctions  dérivées  exactes 
àè%  que  la  fonction  V  en  est  une ,  il  s'ensuit  que  les 

2  3 

fonctions  V  ,  V  etc  ,  le  seront  aussi. 

Cela  pose  comme  par  la  simple  substitution  de 
y  +  w  ,  y  +  »'  ,  y9  +  a"  etc  ,  à  la  place  de  y  , 
y  ,y"  etc,  la  fonction  V  devient 

V  +  V  +  V  +  V  +  etc, 

Si  on  désigne  par  (  V)  le  résultat  de  cette  substitu- 
tion ,  on  aura 

(V)=V  +V  +  V  +  V+  etc. 
Et  il  s'ensuivra  que  (V)  —V  sera  nécessairement 

T 

une  fonction  dérivée  exacte,  dès  que  V  en  sera  une, 
quelle  que  puisse  être  la  valeur  de  ». 

Faisons  «  =  —  y ,  ce  qui  est  permis,  puisque  « 
désigne  une  quantité  indéterminée  ;  alors 

y  +  *>  y  +  «' ,  y  +  *"  etc , 

deviendront  toutes  égales  à  zéro  ,  et  la  fonction  (  V  ) 
ne  contiendra  plus  y  ;  mais  seulement  x ,  puisque 
yyy\  y^  ctc  »  ont  disparu  ;   cette   fonction  sera 


f  «35  ) 
donc,  ou  pourra  toujours  être  censée  une  fonction 
dérivée    exacte  *  puisqu'elle  n'est  plus  fonction  que 
d'une  seule  variable  x  ;  donc  la  fonction  V  sera  aussi 
nécessairement  une  fonction  dérivée,  exacte  ,  dès  que 

i 
la  fonction  V  le  sera.  • 

On  peut  de  plus,  par  l'analyse  précédente,  avoir 
l'expression  de  la  fonction  primitive  de  V. 

i 
En  effet,  nous  avons  vu  d'un  côté  que  V  est    la 

fonction  dérivée  de  U  ;  et  nous  avons  trouvé  d'un 

i 
autre  côté  ,  que  la  fonction  primitive  de  V  est 

(P  —  01  +  R"  —  etc.)  *>  +  (Q.—  R'  +  etc.)  »'  +  etc. 
On  aura  donc 

ù= (p-o;+R"-:ctc.)  » + (q-r + etc. }  *' 

+  (R  — etc.  )  «"  +  etc. 

Ensuite  si  on  substitue  dans  cette  fonction ,  à  la 
place  de  y,  y  ,  y"  etc , 

y+n",y   +n  *\y"  +  n  «'.'  etc  ; 
et  que  par  le  développement  suivant  les  puissances 

i 
de  w,  w'  etc ,  la  fonction  U  devienne 

t  i  i  i 

U  +  U  +  U+U  +  etc,, 
x         2        a 
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en  démontrera ,  comme  on  Ta  fait  ci-dessus ,  à  l'égard1 

i 
de  la  fonction  V ,  que  Top  aura 

l  I         i        3  x      1        4  !      1 

U=—    U,U=  —  U,U  =  —  U  etc* 
«      i  3    a  4    3 

Ainsi  on  aura  la  série 


l  j       1  x     i  i     » 

U  +  —  U  +    3   U  +  —  U  +  ete, 

*      i  a.  4    3 

t  2  3 

p,our  la   fonction  primitive   de  V  +  V  +  V  4*-ctc* 
c'est  à  dire  de  (V) — V.  Si  donc  on  fait 

dans  les  expressions  connues  de 
_  Ù,    Ù  ,    Ù  etcr 

1  2 


Ct  qu'on  dénote  par  (  U  )  la  valeur  de  la  série- 


i  ii  v    i 

U  +  -U  +  —  U  +  etc, 

2     t  3     2 

on  aura  (U)  pour  la  fonction  primitive  de  (  V)  — * 
V,  et  comme  (VI  est  alors  la  valeur  de  V  en  y 
faisant  y,  y  y"  etc  nuls,  laquelle  devient  une 
simple  fonction  de  x  ,  si  on  dénote  sa  fonction  pri- 
mitive parX  ,"on  aura  X  —  (  U  )  pour  la  fonction 
primitive  de  la  fonction  proposée  V.  Ainsi  on  peut  v 
de  cette  manière,  avoir  directement  la  fonction  pxir 


k(»'7  ) 
ve  de  la  proposée  ,  lorsqu'elle  satisfait  à  I Y^u  i* 
Ijoo  de  condition.  Comme  l'expression  de  (  U  }  est 
en  série ,  elle  sera  de  peu  d'usage  sous  cette  Jointe  ; 
mats  la  formule  que  nous  venons  de  trouver,  sert  tou- 
jours à  prouver  l'existence  de  la  fonction  primitive. 

Si  on  représente ,  en  général ,  la  fonction  V  par 

et  qu'on  dénote  comme  on  Ta  fait  jusqu'ici  par  /'  (  y) 
u  fonction  dérivée  par  rapport  à  y  seul;  qu'on  dé- 
note de  même  par  /'  (y*)  ia  fonction  dérivée  par 
rapport  à  j/  seul,  regardé  comme  une  variable  par- 
ticulière ,  par  y  (y"  )  la  fonction  dérivée  par  rapport 
i  y"  seul;  et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  de  voir  que 
puisque 

i 
V  =  N  «  +  P  «/  +  Q  »"  +  ctc, 

est  la  partie  du  développement  de  V  ,  qui  contient 
les  premières  puissances  de  «,  *>'  etc,  après  la  subs- 
titution de 

y+  *Y  +  »',y"  +  »"  ctc, 

lia  place  de  y,  y',  y",  etc.  Il  est  facile  de  voir,  dis  je, 
par  la  formation  des  fonctions  dérivées  que  Ton  aura.. 

N=!/'(y),P  =  /(/),Q.=/'(y'y)etc. 

D'où  Ton  conclud  enfin  que  l'équation  de  condition 
>our  qu'une  fonction  quelconque 

/(*.y,y'iy",y"'etc) 

toit  une  fonction  déàivée  exacte  *  sera. 
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/'(y)-(/'(y'))'+(/'(y"))"-etc  = 

et  que  réciproquement ,  lorsque  cette  équation  abri 
lieu  identiquement,  la  fonction  dont  il  s'agit  sera  ni 
cessairement  une  fonction  dérivée  exacte. 

Si  on  désigne  par 

sa    fonction  primitive  ,  et    qu'on  se  rappelle  que 

i 
U  étant  la  partie  du  développement  de  U ,  qui  cou* 

tient  les  premières  puissances  de  «  ,  »',  »"*  etc,  on 

a  trouvé 

i 

V=(P—  0;+R"—  etc  :)»  +  (Q— R'+  etc:)  «'+etc 

il  est  clair  qu'on  aura 

P_Q,'  +  R"-elc:=:F'(y), 
Q.-R'  +  etc,=:F'(y') 
R-etc:=F'  (y")   , 
Etc. 

Donc  substituant  les  valeurs  de  P ,  Q,  R  etc ,  on 

aura 

F'  (y)  =/'  (y')  -/'  (y")  +/'  (y'"j  -  etc, 

F'(y')=/'(y")-/'(y"')  +  etc, 

F'  (y" )=/(/")  -etc, 
Etc. 

Oi  la  fonction  dérivée  de 


F(*,y,y\y"...) 


(*39) 
•présentée  par 
Um)+yr  (y)  +  y"  F'  (y>  )  +  y"'  F'  (y")  +  «c  , 
t  comme  cette  fonction  est  par  l'hypothèse  égale  à 

i  aura  en  substituant  Ici  valeurs  précédentes 

(*.*♦/.  y". y"-)  e=  F*  {*)  +  ff  f/) 

■fr'-yV  (y")  +  (y'  -  y"  +  y'")/'  (y'")  -«c. 

El  telle  est  la  forme  que  doit  avoir  la  fonction  propo- 
sée pour  pouvoir  être  une  fonction  dérivée  exacte. 

Ainsi  on  aura 

\      ri*)=f(x,y,y',y>,j'"etc,)-r<f(y>) 

+(/-y")/  (y")-(y,-y"  +  y'V(y'")  +  «* 

De  sorte  qu'on  aura  par  ces  formules  ,  les  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive  cherchée,  prises 
par  rapport  à  chacune  des  quantités  x  ,  y ,  y  ,  y''  etc  % 
en  particulier, ce  qui  servira  à  faciliter  la  recherche  de 
cette  fonction. 

Supposons  d'abord  pour  donner  quelques  exemples 
que  la  fonction  proposée  ne  soit  qu'une  fonction  du 
premier  ordre  représentée  par/ (  x ,  y ,  y  ;  )  l'équa- 
tion de  condition  pour  qu'elle  soit  une  fonction  déri* 
vie  exacte 

f'U)-  (/(/))'=  o. 

Four  que   cette  équation  puisse  être  identique    il 
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faut  que  dans  le  second  termeril  ne  se  trouve 
des  fonctions  dérivées  de  y  plus  hautes  que 
le  premier  terme  ^  (y)  ;  or  celui-ci  ne  peut  ci 
tenir  que  la  fonction  y  ,  donc  il  faudra  que  Pexp 
sion  /'  (  y  '  )  dont  la  fonction  dérivée  forme  le  s 
cond  terme  ne  contienne  pas  y  ;  autrement  il 
treroit  y'  dans  le  second  terme.  11  s'ensuit 
là  que  la  fonction  /(*,  y  ,  y  )  ne  peut  -  et» 
que  de  la  forme  ^  (  *  i  y  )  +J  f  (*  i  »v) ,  les  cirw 
térisiiques  >Ja  et  f  désignant  des  fonctions  quelconques- 
de  x  et  y  sans  y'.  • 

Soit  donc 

la  fonction  proposée  ,  en  la  représentant  pat 
f{  x  y  y  ,  j  '  )  et  prenant  les  fonctions  dérivées  relati- 
vement à  y  cty' ,  on  a 

/"  tO  =  4'  (y)  +  y'  *'  W*/ (y'>  =  »  ('.y* 

Ainsi  Féquation  de  condition  sera 

4'  (y)  +  y'»'(y)-*'(*,y)  =  o 

Mais  t'  (  x  »  y)  =  ♦  '  (  *  )  4-  y'  f'  (  y  )  donc  l'équa- 
tion le  réduit  à 

4' Cr)— ♦'(*)  =  °* 

ce  qui  est  conforme  a  ce  que  l'on  sait  depuis  long 
tems. 

Si  on  désigne  par  F  [x  ,  y)  la  fonction  primitive  de 
'/(x*7-.y')  on  aura  Par  'es  formu'cs  données  plus  haut, 
à  cause  de/"  (/')  =  o, 
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*(y)=f  (?)  =  *(***)* 
F(x)  =  /(or,^,y)-//'(y)=  +  (x,y). 

Ainsi  pour  trouver  la  fonction  primitive  F  (x  ,  y  ) 
il  n'y  aura  qu  à  chercher    la    fonction  primitive   de 
f(x^y)  par  rapport  à    jr  seul,  et  la  fonction  pri- 
mitive de  4  [se %  y  )  par  rapport  à  x  seul  ;  si  elles  s'ac- 
cordent on  auia  la  vraie  valei.r  de  F  (x ,  y  ).   Si  elle 
diffèrent,  ce  ne  peut  être  qu'à  cause  de  l'addition  qu'on 
peut  faire  à  la  première  d'une  fonction  de  X  qui  y  est 
.regardée  comme  constante,  et  à  la  seconde  d'une  fonc- 
tion de  y  qui  y  est  regardée  comme  constante ,  et  il  sera 
facile  de  déterminer  ces  fonctions  pour  qu'elles  devien- 
nent identiques. 

Nous  avons  vu  dans  la  leçon  précédente  que  toute 
équation  du  premier  ordre  de  la  forme 

a  nécessairement  un  multiplicateur  ,  fonction  de 
x  et  y  ,  qui  peut  rendre  son  premier  membre  une 
fonction  dérivée   exacte. 

Si  donc  on  désigne  ce  multiplicateur  par  f  ( x ,  y  )  , 
il  faudra  que  la  fonction 

./ M*.  jr)+f[s*jr)Xt(**y) 
foit  une  dérivée  exacte. 
Donc  en  supposant 

Leçons  Tome  X.  G  g 


(  *4«  ) 
on  aura  l'équation  de  condition 


Mais 


*'(s)-*'(*)=o 


+'(.r>*=/(*..r)  X  t'(r)+»(*o)  Xf(y)) 

donc  l'équation  do  condition  sera 

9  (x  ny)  x/Cr)  +/(*■*)  X  »'Cr)—  *'  (*)  =  o. 

et  toute  fonction  9  (  *%  y  )  qui  satisfera  à  cette  équa- 
tion pourra  servir  de  multiplicateur  à  l'équation  pro- 
posée 

Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  du  second 
ordre  ,  c'est-à-dire  /(  x ,  y  ,  y  ,  y'9  )  ,  l'équation  de 
condition ,  pour  qu'elle  soit  une  dérivée  exacte  ,  sera 

Il  est  d'abord  évident  que  pour  que  cette  équa- 
tion puisse  être  identique,  il  faut  que  la  valeur  de 
ff  (y"  )  ne  contienne  point  y  ;  car  si  elle  contenait 

y  "  %  la  valeur  de  (f  (  y")  )  '     contiendrait  y  "  ; 

mais  les  termes  précédens  ne  peuvent  contenir  que 
y  ,  y'  <y  etjKr"  ;  donc  le  terme  contenant  y  *r  ne 
pourjait  pas  être  détruit. 

La  fonction  proposée  ne  pourra  donc  être  que  de 
la  forme 


<  M3  ) 

Ou  aura  ainsi  en  comparant  avec  la  formule  gêné 

iaie/(x,jr ,  y ,  y  ) 

Et  l'équation  de  condition  sera 

or  »'(ï,^y)  =  /(i)  +  yf'(f) 
+  y  *'  (y  )-,  ^nc  ♦"■(*,  ^,  y) =(,'  ,«jy 

+ (y  ♦'  (j)  )'  +  (  y  *'  iy  j  )''Par  cette  »ub«; 

titution,  l'équation  de  condition  deviendra 

+'(/)+ y  ♦'  oo  -  (  +'  (y)  y  +  (♦'  (»)  ) 
+  (y  9'  r»  )'  =  «». 

Supposons  pour  abréger 

»f(*)+y»f^)-+'cy)i=»(*^.y)^ 

la    caractéristique    0  dénotant    une   fonction    con- 
nue de  jj,  y  ,  puisqu'en  effet  cette  expression  n« 
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contient  que  les  trois  variables  ,  x ,  y  ,  $ '  ;  on 
l'équation 

Mais*'  (x .   v,j  ')  =  *'  (x)  +  /  *'  (^)  -f  y"  *' 
donc  l'équation  deviendra 

i'i>  : +*'(*)+ y*'(j)+y  (*'  w + •'  cr')) 

Or  ,  il  est  visible  que  la  quantité  y"  n'entre 
dans  les  fonctions  dérivées  V  (y),  *'  (x), 
puisqu'elle  n'entre  point  dans  les  fonctions 
sentées  par  les  caractéristiques  4 ,  cet*;  don< 
que  l'équation  puisse  être  identique  ,  il  faudr 
les  termes  multipliés  par  y"  disparaissent  ;  pa 
séquent  l'équation  de  condition  se  partagera  i 
tairement  en  ces  deux- ci  : 

*'(.r)+*'(/)  =  o. 

V  (y)+*'  (x)+y'*'(y)  =  o. 

qui  devront  avoir  lieu    séparément  ,  pour   c 
fonction  proposée 

(**  y*  /)  +  y  9  (*,  y  y  y 

soit  une  fonction  dérivée  exacte. 

Supposons ,  comme  plus  haut,  que  cette  fo 
soit 


y 


x  y 


y* 


y 


On  aura 
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X  y 


+  («..r.r')=.r %- 


.r 


*(*,Ji/)=^;donc+'(jO  =  —  ^   +  -^ 


i     «  x  y 


donc*(x,^,/)  =  — —  — —  + 


*  y 

=  —  î  et  de  là, 


S*/ 


^(«)=^,*V)=-7r  .*V)=7*. 


Ainsi  les  deux  équations  de  condition  deviendront 


x         x 


y       y      y      y* 

qui  sont ,  comme  Ton  voit ,  identiques. 

y     *  y2     y  * 

La  fonction  proposée  —    —   +    

jf  jf  j 

sera  donc  une  dérivée  exacte;et  en  effet  elle  est  la  déri~ 

x  y 
véc  de  la  fonction   — -  comme  on  Ta  déjà  vu. 
J 
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En  général  il  c$t  facile  de  prouver  que  l'équation 
de  condition 

/U)-(A/  ))'+(/  U"  ))"-«c,  =  o 

ne  sauroit  être  identique ,  à  moins  que  la  plus  haute 
des  fonctions  dérivées  y  ,  y"  etc ,  qui  entrera  dans 
la  fonction/*  (  x,  y  ,  y"  etc,  )  n'y  soit  qu  à  la  première 
dimension  ,  afin  qu'elle  disparaisse  dans  la  fonctio» 
dérivée  qu'on  prendra  relativement  à  cette  même  dé- 
rivée de  y.  D'où  il  suit  que  si  la  fonction  proposée  est 
de  Tordre  fi,  elle  ne  pourra  être  une  fonction  dérivée 
exacte  ,  à  moins  qu'elle  ne  soit  de  la  forme 

v{*%y*y  *  y  —y         ) 

(n)  ,  ("-1) 

+  y      9  (i  y*y\y"~y  )• 

Ensuite  on  peut  prouver  aussi  que  de  même  que 
pour  les  fonctions  du  second  ordre  l'équation  de 
condition  se  décompose  en  deux  qui  doivent  avoir 
lieu  à-la  fois,  pour- les  fonctions  du  troisième  ordre 
elle  se  décomposera  en  trois  •  et  pour  les  fonctions  du 
quatrième  ordre  ,  elle  se  décomposera  en  quatre,  et 
ainsi  de  suite. 

Si  la  fonction  proposée  V  contenoit  non-seulement 
les  variables  x  ,^*avec  les  dérivées^'  ,  ytf  ect,  mais 
de  plus  une  autre  variable  z,  fonction  indéterminée  de 
ar  avec  ses  dérivées  z\  z"  etc,  on  ferait  par  rapport  à 
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ttc  dernière  variable  des  raisonnemens  et  des  opé- 
rions semblables  à  celles  qu'on  a  laites  relativement 
la  variable  y  ,  et  on  parvicndroit  à  une  équation  de 
édition  pour  z  entièrement  analogue  à  celle  qu'on 
trouvée  pour  y. 

Ainsi  pour  qu'une  fonction  quelconque  de  x  fy ,  z 
c  la  forme 

/(  *  *y  i  y  i  y  etc ,  x ,  %  ,  i"  ctc  ,  ) 

>itune  fonction  dérivée  exacte  d'une  fonction  de 
ordre  inférieur  ,  indépendamment  d'aucune  rela- 
on  particulière  entre  x,  y  et  z,  on  aura  les  deux 
{nations  de  condition 

-j.  etc  t=z  o 

0)-(^(»,îy  +  (/(i,F))'f-(/(»wJ),2 

+  ctc  ,  =  o  ; 

réciproquement  ces  deux  équations  ayant  lieu 
întiquemcnt,  on  sera  assuré  que  la  fonction  pro- 
iée  sera  une  fonction  dérivée  exacte  ,  quelles  que 
ent  les  fonctions  y  et  z. 

Enfin  on  trouverait  facilement ,   par  la  même  mé- 
thode ?   les  conditions   nécessaires  ,  pour  que  la 


~"  '     fonction  ptopotée  ruY  une  ïbocîîott^ 


** 


cond  ordre,  on  d'un  ordre  supérieur. 

Pour  cela  il  faudrait  que  la  fonction  primitive  dff.j 

i 

V    fût  elle-même  une  fonction  dérivée*  Or,   on  a 

trouvé  que  cette  fonction  primitive  est  représentée  : 

par 

+  (R  — etc,  )»"-t-  etc. 

Mettons,pour  plus  de  simplicité, cette  formule  sous  ] 
la  forme 

p  o  -f.  q  a    -+-  r  «"  -f"  etc. 

et  changeons  par  les  procédés  qu'on  a  vus  plus  haut, 
le  terme  q  «'  dans  son  équivalent  (y»)'*-^*,  le 
le  terme  r  »"  dans  son  équivalent  (  r  »'  )'  —  (  r"  »  ) 
-}-  r "  «  ,  et  ainsi  de  suite:  la  formule  dont  il  s'agit 
deviendra 

(p  —  f'-hr"  —  etc:  )   «-f-  (q  »/  —  (r'»)-+-ctc: 
(  r»') —  etc: 

dans  laquelle  tous  les  membres,  excepté  le  premier, 
sont  déjà  des  fonctions  dérivées  exactes;  ainsi  il  faudra 
que  la  formule  K  p  —  q  +  r"  —  etc  )  »  ,  soi  tune  fonc- 
tion dérivée  exacte;  ce  qui  ne  pouvant  être  ,  à  cause 
de  la  variable  indéterminée  «  ,  il  faudra  que  cette 
formule  devienne  identiquement  nulle  ,  ce  qui  don- 
nera l'équation  de  condition 

P  ~  1   +  *"  —  Ctc  ,  =  o 

laquelle 
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kqnellc   en   remettant    le*   valeurs   de  p  ,  q ,  r   etc  , 

devient 

p_  4Q'  ±3  R"_etc,=o* 

Dune  pour  que  La  Jonction 

/(*-, >,  y  <y* . -.  ) 

toit  une  fonction  dérivée  exacte  in  second  ordre 
Yen  à  dite  une  fonction  dcnvëe  d'une  fonction  dé* 
rivée  indépendamment  d'aucune  re'ation  particulière, 
entre  x  et  y ,  on  aura  relaivemcni  a  j.  outre  la  pre- 
mière équation  de  condition,  encore  celle-ci 

—  etc  ,  =  o. 

Et  Ton  en  aurait  une  pareille  relativement  à  z  ,  si 
la  fonction  proposée  contenait  aussi  2,2'.  2"  etc. 

On  trouverait  de  mrme ,  pour  que  la  proposée  fûf 
une  fonction  d  rivée  du  troisième  ordre ,  cette  troi- 
sième équation  de  condition  ,  relativement  à  y 

/u")-3(/(y")y  +6(/(^-""))". 

—  etc  =  o 
Et  ainsi  du  reste. 

Enfin  ,  si  on  suppose  qu'on  n'ait  pour  la  détermi- 
nation d'une  fonction  u  ,  qu'une  équation  d'un 
ordre  quelconque ,  entre  x.y*u  et  les  fonctions 
dérivées  de  y  et  u  ,  et  qu'on  demanie  les  condi- 
tions nécessaires  ,  pour  que  u  soit  une  fonc- 
ion  de  a:,  y  .y' ,/",  etc  ,   d'un  ordre  inférieur  ,  in- 

heqons  Tome  X.  H  h 
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dépcndammcnt  d'aucune  relation  entre  x  et  y  ;  le 
problème  pourra  toujours  se  résoudre  pour  les  mêmes 
principes ,  et  en  suivant  la  même  méthode. 

Soit  V  =  o  Téquition  donnée  ;  supposons  qu  à  la 
pince  de  y,  on  substitue  tant  dans  u  que  dans  V, 
v  +  *  i  et  ainsi  y  -f  »',  y"  +  »r' ,  etc  f  à  la  place 
de  .>',  j»  "  etc  ;  «  étant  une  fonction  indéterminée  de 
x  \  et  qu'on  développe  ensuite  suivant  les  puissances 
et  les  produits  de  &> ,  «',  *"  etc  , 

La  fonction  u  deviendra 

i        s        3 
u  +  tf-j-u-ftt  +  etc, 

et  la  fonction  V  deviendra  pareillement 

12  3 

V-f-  V  +  V   +  V  +  etc, 

i        i 

où  je  dénote  ,  comme  je  l'ai  fait  plus  haut,  par  u  et  V 

la  totalité  des  termes  du  développement  de  u  et  V  , 
dans  lequels   »  1  &/  etc,  ne  sont  qu'à  la  première  di- 

2        2 

mension,  par  u,  V  la  totalité  des  termes  de  ces  déve- 
loppemens  .  dans  lesquels  « ,  <*>'  etc  ,  forment  deux 
dimensions  ,  et  ainsi  de  suite. 

/      Donc  si  au  lieu  de  substituer  y  +  «  ,  y  -f.  »# ,  t  ' 

-*-  «■>"  etc  ,  à  la  place  de  y  ,  j)  '  ,  y'1  etc  ,  on  j*  substi- 

tuoitj'  +ww,    1'  +  m  »' ,  j  "-+- m  »"  etc,  m  étant 

une  constante  quelconque, les  fonctions  u  etVdevien- 

dioient 

i  2  3 

u  +  mu  +  m2  a  +  3  u  -f-etc  , 
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i  «  3 

V+»V+«2V  +  ro3  V  +  ctc, 

Et  l'équation  V  =  o  donnèrent  cette    transformée 

i  t  3 

V  +  mV  +  m2V  +  m3  VHhetc,  =  o. 

laquelle  à  cause  de  V  =  o  ,   se  ré Juiroit  en  divisant 
par  m  ,  à 

i  t  3 

V  +  roV  + t*2V  +  etc,  =  o-, 

et  comme  m  est  une  constante  arbitraire  qui  peut 
avoir  une  valeur  quelconque  ,  il  s'ensuit  qu'on  aurait 

i 
séparément  l'équation  V  =  o. 

Supposons  maintenant  par  exemple 

\r  /•     /  /  I  II  \ 

=/  (UyU  ,  x,y,  y  ,y    ) 

il  est  clair  que  la  fonction  m  ne  pourra  contenir  que 
&  •  J  ,  ctj'  î  car  si  elle  contenait  j"  ,  u  contiendrait 
.v'"  ,  ainsi  l'équation  V  =  o  ,  devrait  contenir  j"  ;par 
conséquent  V  devrait  contenir  y'"  contre  l'hypo- 
thèse. 

i         i 
Maintenant  puisque  V  et  u  sont  les  parties  du  dé- 
veloppement de  V  et  de  u   qui  contient  les  premiè- 
res dimensions  de  w,    e»  ,  &>    ,  il    est  facile  de  voir 
qu'on  aura 

v  =  »/'(.v)+-y{y)  +  -"/'u") 


(  «5»  ) 

+  «V  («)  +  *  f  («'■• 

D'un  nnrrc  côié  ,   il  est  visible  que  u  ne  peut  et 
que  de  la  forme 

tt  =  N  «  +  P  «' 
'     N  et  P  étant  des  fonctions  de  ar ,  y ,  j  ' ,  sans  «. 
De  là  on  aura. 

£'  =  N'  «   +  (  N  +  P'  )  •>'  +  P  «" 

i 
Substituant   ces  v-tlrur    dans  l'équation    V  =  i 

et  ordonnant  les  te  mes  suivant  «,   "'  etc  ,  on  aun 
-  (/'LO+   N    /'  («)  +  N* /'(»')) 

+  -'  (/(.>') +  P/'(«)  +  (N+P') /(«'); 

+  «"<7'  (v")  +  P/'  («'))  =  o 

La  fonction  «  devant  demeurer  indéterminée, 
faudra  que  les  coéficiens   de   »  ,   «' ,  »"  soien:  nu 
chacun    en    paiticulier ,    ce   qui    donnera   ces    tre 
équations 

/'  (J)   +N/  («)  +  N'/'  («')  =  o 

/'(/)  +  P/»  +  (N+P')/'  (u')=o 

S'  [y")   +  ?/'(«')  =o 


(«53   ) 

D'où  par  l'élimination  des   deux  quantités  N  et  P, 
i  tirera  une  équation  qui  sera  l'équation  de  con- 
Btion  cherchée. 

En  effet  la  dernière  équation  donne 

r  /'(/') 

Enioite  la  seconde  donne 


N=— '  — 


Et  substituant  ces  valeurs   dans   la  première , 

/'^)  +  n/'(0  +  n7'(u',  =o 

oa  aura  l'équation  de  condition  nécessaire,  pour 
que  la  quantité  u  puisse  être  une  simple  fonction  de 
x.  y  ,  y  indépendamment  d  aucune  relation  parti- 
culière entre  x  et  y  .  On  voit  que  la  méthode  est 
générale ,  quelles  que  soient  les  fonctions  dérivées 
le  y  et  «,  qui  puissent  entrer  dans  l'équation  V  =  o. 

Si   cette  équation  ne  contenait  de  dérivées  que  y9 
:tu',  on  aurait  alors/'  (y")  =o  ;  donc  P  =  o;  donc 

y  («o 

:t  Féquation  de  condition  serait 

w        j'iu')       ~VVr  x/  ()~ 


(  «54  ) 
Supposons  ,  pour  plus  de  simplicité ,  que  Pcqaatû 
V  =  o  ,  soit  réduite  à  cette  forme 

En  sorte  que  l'on  ait  I 

/(fi  u\  *  y,  y')=u'  +j't  (u,  x,y)  +  i  («,x,.v), 

en  prenant  les  fonctions  dérivées    relativement  aux 

quantités  fcv  ,    v' ,  u  ,  u    on  aura 

r  (.y)  =  y  su) +  >'[*) 

j'  (.)■')  =  ?  (u,.r,  r) 

/»=/*»  +  y' (a) 
/>')  =  »• 

Ainsi  l'équation  ds  condition  ,  jour  que  !a  quan- 
tité n  déterminée  par  cette  é^uni  >n  ,  puisse  être  une 
fonction  de  x ,  y  ,  sera 

y  t' u)  +  *'  y-  (  o-  f  '  w + *'(-o  )xh«.  *.  ^ 

—  p'    (u,   X,  J  )  =  o 

Or  ? '  (u,.*  o)  =«'  *'  ('0  +  f  '  (*)  +/  9  0) 
Donc  faisant  cette  substitution  ,  on  aura 

y'  j)  -  u'  *'  (U)  -  9'  (x)  -  (/  ?'  («)  +  I'  (u)  ) 

X  ?  (m,*,  j)  =  0 


(  «55  ) 
Mais  l'équation  proposée  donne 

u    =  —  y  ?  (u,  a:,,))-  |  (u,  *,  y) 

i  on  substitue  cette  valeur,    les  termes  affectés  de 
f  se  détruisent,  et  Ton  aura  l'équation 

#{*)  — *'(*)  +  *  lu)Xlr{u%x%j)  -+'  (-u) 
X  9  («i  *0  j  =  o. 
C'est  l'équation  de  condition    connue  pour   que 
"l'équation  dérivée  à  trois  variables. 

»  +/9(»i*i;)  +  f  «i»«.v)  =  o 
admette  une  équation  primitive  entre  m  ,  xet  y  ,  et 
il  est  évident  en  effet  que  le  problême  général  que 
bous  avons  résolu  revient  dans  ce  cas  à  ce  que  cette 
équation  ait  une  équation  primitive  indépendamment 
d'aucune  relation  entre  x  et  r. 

On  peut  au  reste  déduire  la  solution   de  ce  dernier 
problème  de  la  considération  de  l'équation 

♦  (  «i  *<■>)  +./ 9  («*i  *i.T  )=  —  u9 
en  y  regardant   u    comme  une  fonction  de  x  et  j  . 
car  en  supposant  u  =   F  (x,j ■*),   on  aura  u'  =  F 
/*,  j  )  et  il  faudra  que   la  quantité 

$(u  ,  x  ,  y   )  +  y   <p  (u  ,  «O') 
soit  une  fonction  dérivée  exacte  ;  par  conséquent  par 
l'équation  de  condition  trouvée  plus  haut,  la  fonction 
dérivée  de  I  (m,  x,  j  )  relativement  à  y  devra  être  éga- 
le ou  plutôt  identique  avec  la  fonction  dérivée  de 

9    (  a  i  oc  ,   jr  ) 
relativement  à  #.  Or  puisque  u  est  une  fonction  de  x 
tty  i  dçmtles  fonctions  dérivées  relatives   à  x  et  y 


(  ««) 

lont  représentées  par  F  (jr)  et  F'  (%>),  il  est  facile  d< 
voir  que  la  fonction  dérivée  de  ^  (  «  *  x*f)  ïplatw 
mentà^  sera 

4'(-r)++'(«)XF(y)f 

et  que  la  fonction  dérivée  de  ç>  (a ,  x ,  y)  relativement! 
à  *  sera  <p'  (a)  +9'  («)  X  F*  (#)•  Ainsi  on  aura  1  équa- 
tion de  condition 

*'  (•>)  —  >'(*)  +  *'  («)  X  F'  (.y)  -  f'  (a)  X  F'  (*) 


Mais  puisque         u  =  F  (  x  ,  j  )  on  a 

»'«=F'(«,.y)=F'(*)  +  yF,(1y); 
donc 

F'  (*)=—  4f«,^,.r)etF,(^)=  —  *(t*,*,.r). 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  , 
on  a  la  même  équation  de  condition  trouvée  paria 
première  méthode. 

Après  avoir  donné  les  conditions  nécessaires  pour 
qu'une  fonction  ou  équation, dérivée  d'un  ordre  quel- 
conque 1  ait  une  fonction  ou  équation  primitive  ,  il 
conviendrait  d'exposer  les  méthodes  particulières  par 
lesquelles  on  peut  ,  daus  diiférens  cas  ,  préparer  ou 
transformer  une  équation  dérivée  ,  de  manière  qu'elle 
devienne  susceptible  dune  équation  primitive. 

Mais  il  serait  trop  long  d'entrer  dans  le  détail  de 
ces  méthodes  ;  on  peut  les  voir  dans  les  traités  con- 

connus 


(  *h  ) 

il  sur  le  calcul  intégral,  et  nous  en  avons  indiqué  Ici 
principales  dans  la  théorie  du  fondions.  (nl\  64  ,  erc). 

Il  y  a  cependant  une  espèce  d'équations  primitives 
qui  semblent  échappera  ta  théorie  généraient  qui  mé- 
eut  une  considération  particulière,  tant  par  elles- 
les  que  par  fanatise  dont  elles  dépendent.  Nom 
liions  en  faîte  l'objet  de  la  leçon  suivante. 


Leçons.  Tome  X. 


(«58) 

LEÇON     QUINZIÈME, 

Des  valeurs  singulières  qui  satisfont  aux  équations  did* 
vies  ,  et  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  Us  équations  j 
primitives*   Théorie  des  équations   primitives  sinp-* 
Hères. 

La  théorie  des  équations  dérivées ,  exposée  dam 
la  leçon   XII  ,  porte  naturellement  à  conclure  que 
toute  valeur  qui  peut  satisfaire  à  une  équation  déri- 
vée donnée  doit  être  renfermée  dansson  équation  pri- 
mitive, pourvu  que  celle-ci  ait  toute   la  généralité 
doqt  elle  en  susceptible, par  les  constantes  arbitraires    ; 
qui  doivent  y  entrer.  Il  y  a  néanmoins  des  équations 
dérivées  auxquelles  satisfont  des  valeurs  que  j'appelle 
singulières  ,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  comprises  dans 
leurs  équations  primitives.  Ces  sortes  de  valeurs  se 
sont  présentées  aux  géomètres  ,  presque  dés  la  nais- 
sance du  calcul  différentiel  ;  mais  comme  la  théorie 
des  constantes  arbitraires  n'étoit  gueres  connue  alors, 
on  n'a   pas  d'abord  regardé  ces  valeurs  comme  for- 
mant une  exception  aux  règles  générales   du  calcul  % 
différentiel.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait  envisa- 
gées sous  ce  point  de  vue  et  qui  ait  donné  des  règles 
pour  les  distinguer  des  intégrales  ordinaires. 

Depuis  on  a  reconnu  qu'elles  dépendent  de  la 
théorie  générale  des  équations  différentielles  ou  dé- 
rivées ,  et  qu'elles  servent  à  la  complettcr  ;  c'est  ce 
que  nous  allons  développer  avec  toute  l'étendue 
qu'exige  l'im  portanec  de  la  matière. 


éqnjLdo*  qttckoacpfe  fe  fimiét 
i&pti*ttui*  par 

Ct  supposons  quelle  soit  dérivée  de  l'équation pfi- 
«■  autive 

F  (*,  y,  a)  =  o, 

«étant la  constance  arbitraire. 
Suivant  la  théorie  générale  cette  équation 
F  (*iJ*  a)  =  o 
donnera  l'équation  dérivée 

F'(op,jrfa)=o 
savoir 

F'(*)+yF'(.r)  =  of 

conformément  à  la  notation  que  nous  avons  employée 
jusqu'ici  ;  et  ces  deux  équations  étant  combinées  en- 
semble de  manière  que  la  constante  a  disparaissepro- 
duiront  l'équation 

/(*».yiy)  =  o. 

Maintenant  il  est  clair  que  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  a  sera  le  même  ,  quelle  que  soit  la  quantité 
a,  soit  constante  «u  variable ,  pourvu 'que  les  deux 
équations 

F  (**  JS*  )=* 

et  V\*)+yF(jr)=zo 

soient  les  mêmes.  Donc  aussi  la  même  équatioa 

/(*i.r,y)=  © 

pourra  résulter  de  l'équation 


(  ftflo) 
en  supposant  a  variable  et  fonction    de  *  pourvq 
que   l'équation    dérivée  F'  (  x  ,  y  y   a  )  =   o   lôit 

également       F'  (x)+j'  ¥'(j  )  =  o. 

Mais  en  regardant  a  comme  une  fonction  de  x, 
on   a 
¥'  (x, y  ,<*)=¥'  (x)  +yr{jr)+  a't>  (a)V 

ainsi  la  condition  dont  il  à 'agit  aura  lieu  si  le  terme 
</'  Fr  (</)  disparaît  ;  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur  dç 
y  tirée  de  l'équation  primitive 

F  (x,y  %a  )  =o 
satisfera  également  à  l'équation  du  premier  ordre 

en  prenant  pour  u  une   fonction  de  «?  déterminée 

par  Téquation 

a  F'  (  a  )  =  o. 

Cette  équation  donne  ou  a'  =  o  ,  ou  F'  (a  )  =  a 
L'équation  a'  =  o  donne  </  égal  à  une  constante 
quelconque  ,  c'est  le  cas  de  Téquation  primitive  ordi- 
naire, dans  lequel  a  est  la  constante  arbitraire. 

Mais  l'autre  équation 

F'(<0=o, 

dans  laquelle  F'  (  a)  est  une  fonction  de  x ,  y  ,  et  a , 
donnera  par  la  résolution  ,  la  valeur  de  a  en  x  ,  et  y  ; 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  primi- 
tive 

F  («iJS  «  )  =  o, 

fia  «tura  une  nouvelle    équation  en    se  et  j    sacs 


M6«  ) 
constante  arbitraire ,  qui  conduira  également  à  la 
même  équation  dérivée,  et  qui  sera  nécessairement 
différente  de  l'équation  primitive  ordinaire  ,  puisque 
dans  celle  ci  la  quantité  a  est  une  constante  arbitraire  , 
et  que  dans  l'autre  elle  devient  une  fonction  de 
*ety. 

Donc  ,  en  général ,  si  on  élimine  a  des  deux  équa- 
tions 

*(*i.y»*)=o      et      F'(«)  =  o, 
on  aura  l'équation   qui   renfermera  les  valeurs  sin- 
gulières de  y ,  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation  dé- 
rivée 

dont 

F  (x*J*  a)  =  o 
est  l'équation  primitive  ordinaire. 

Nous  appellerons  cette  équation, équation  primitive 
singulière ,  pour  la  distinguer  de  l'équation  primitive 
ordinaire  ,  que  nous  appellerons  aussi  équation  pri- 
mitive coup:  eue. 

Il  faut  seulement  remarquer  que  comme  l'essence 
de  cette  équation  consiste  en  ce  que  la  valeur  de  « 
est  une  fonction  variable ,  si  l'équation 

F>)so, 
par  laquelle  on  doit  déterminer  a ,  donnait  pour  # 
une  quantité  constante  ,  ou  une  telle  fonction  de  j? 
etjsqui  devînt  égale  à  une  constante,  en  vertu  de 
l'é^uatioa  F  (çr,  y ,  u)  —  o  ,  dans  laquelle  on  doit 


(  i6a  ) 

substituer  cette  valeur  de  *  ,  alon  cette  équation  ces- 
serait d'être  une  équation  piimitivc  singulière  ,  ce  ne 
serait  plus  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  primi- 
tive ordinaire. 

Nous  avons  trouvé  (  leçon  XII  )  ,   que  l'équation 
du  premier  ordre 

y  V  (*2+J2  —  b)  —  y  y  —  *  =  o 
a  pour  équation  primitive 

X2  —  2  a  y  —  a2  —  b  =Ot 
où  a  est  la  constante  arbitraire.  Faisant  donc 

Fu  j,  a)  =  x2  —  2  a  y  —  a2  —  ft, 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  de  tous  les  termes 
relativement  à  a  seul ,  on  aura 

F'  (</  )  = —  2 y —  2  a\ 

donc  l'équation  F'  (  a  )  =  o ,  donnera  a  =  —  y  » 
valeur  qui  étant  substituée  dans  l'équation  primitive  , 
donne 

x2  +  y2  —  b  =  o. 

équation  qui  satisfait  également  à  l'équation  du 
premier  ordre. 

lia  effet,  cette  équation  donne 

J>  2  =  b  —  x2,  et  y ,  y'  =  —  x  ; 
ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 

y  |/  ( x2  -f-  y2  —  b)  —  y  y  —  x  =  o 
U  rendent  identique. 


(  «G3  ) 
Comme  on  sait  par  la  théorie  des  équations,  que 
l'équation   dérivée 

F'  (a)=o, 
relative  à  a  ,  contient  la  condition  qui  rend  égales 
deux  des  racines  de  l'équation 

F    (*,  y%  a)  =o 

ordonnée  par  rappozt  à  a  ,  il  s'en  suit  que  la  valeur 
singulière  de  j  ,  dans  cette  équation,  a  la  propriété  de 
donner  à  l'équation  en  a ,  une  racine  double. 

On  voit  en  effet  que  l'équation 

a2  -f-  2  a  y  —  a,a   -f-  b  =  O 
acquiert  une  racine  double  en  faisant 
^  =  b  —  x\ 

Si  l'équation  primitive  était 
(*'  +  .T2  —  *)  (j2-2aj')+  (*7  —  6)**=0, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

i 

L'équation  dérivée  relative  à  a  ,  serait 

—y  {**  +  y  —  Mi  +  (**  —  *)  «=  °i 

d'où  l'on  tire 

.y  (*'+>'  —  *) 
«.= *>_* ' 

valeur    qui    étant]  substituée    dan»   la]  proposée  * 
donna 

jr*    (*»  -f.  j2  —  b) 
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-inçouers. 


\i .  :  :..m»r  •      :.c  ^juari on  rend  îa  valeur  même dl  ! 
a  r.-.  ..: .  i-  s  cliqua  i\i  aliène  sera  qu'un  «s  particulier 
ce  .  e  -.-.:.■:••: a  p*:miuve  :  en  dStt  eue  résulte  de  celle*tt 
en  y  Lurent  ^  =  j. 


Si  Ton  rire  la  valeur  de  «j  de  l'équation  proposée 
fin  a 

i 
a 


i 


1/    i*I+.*1  — *) 
')'r  à  l'on  voit  que  l'équation 

x'+jr*— »=zo, 

rend  les  deux  racines  de  a  égaies  ;  ainsi  on  ne  peut 
f>as  d»re  que  toute  valeur  ce  v.  qui  donnera  des  ia- 
eines  égales  à  l'équation  en  a,  scia  une  valeur  singu- 
lière. 

On  peut  appliquer  aux  équations  des  ordres  stapé- 
rieurs  au  premier  la  théorie  que  nous  venons  dfl 
donner ,  sur  les  équations  dérivées  de  cet  ordre. 

Eu  effet  si 

t  a  —  i  )  , 


F  (*-r. S' .}"*-* 


),*  =0 


est  l'équation   primitive   de  1  équation    dérivée   de 
Tordre  », 

(n) 
F(*OOro"  ...   J       J  =o, 

a  étant  la  constante  arbitraire  ;  celle-ci  doit  jésuite* 

dé 


f  *G5  ) 

le  l'élimination   de  a  entre   l'équation  primitive,  et. 
on  équation  dérivée  ;  et  il  et   évUnt  que  le  résili- 
ât de  cette   élimination  sira   le  mêrre  ,    soit    que  le 
quantité  a  soit  constante  ou  variable  pourvu  que  les 
deux   équations  soient  de  la  même  forme. 

Or  l'équation   primitive 

est  la  même  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas.  Son  équa- 
tion dérivée,  est  dans  le  cas  de  a  constante 

et  dans  le  cas  où  4  seroit  une  fonction   quelconque 
de  x  elle  sera 

F'(a?,jrof-,r  )+«'Fr(ci)ao 

donc   les  deux    équations     deviendront     identiques 
si  on  detomine  a  de  manière  que  le  terme  a'  F'  (a 
disparaisse. 

Faisant  donc 

a    F'  (a)  =  o  on  a  oà  a   =  o  , 

et  par  conséquent  a  égal  à  une  enrhume  ,  ce  qui  est 
le  cas  ordinaire  ;  ou 

F'(«)  =  o, 

ce  qui  donnera  une  valeur   dcflcn.Tct^,   Lquella 
étant  substituée  dans  l'équation  primitive 


^  {a^y,y'...jr  ,a)  =  o, 
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K  k 


r  *66) 

donnera  une  équation  du  même-  ordre  qui  satisfera 
également  à  la  dérivée 

O 
f  (*,***'•**       )  =  o. 

Elle  pourra  donc  être  regardée  aussi  comme  une 
équation  primitive  de  celle-ci,  mais  ce  sera  une  équa- 
tion primitive  singulière  sans  constante  arbitraire. 

L'équation  du  second  ordre 


a  ppur  équation  primitive  du  premier  ordre 

x2 —  *  a  y  +  a2=o 

comme    on    peut  s'en  assurer  en    éliminant    a  au 
moyen  de  son  équation  dérivée 

x  —  a  y9  =  o  ; 

si   on   prend   l'équation    dérivée   relativement  à  a 
on  a 

—  /  +  «=o; 

d'on  Ton  tire  a  =  j>',  valeur  qui  étant  substituée 
dans  la  même  équation  donne  celle-ci 

x1— y2  =  o, 

d'où 

y  =  ±  x. 

Cette  valeur  At  y  satisfait  aussi  a  l'équation  propo- 
sée ;  mais  c'est  une  valeur  singulière  puisqu'elle  n'en 
pas  parvenue  dans  l'équation  primitive. 


(*67  ) 

on  cherche  l'équation  primitive  de  l'équation  du 
ier  ordre 

M2  —  2  a  y'  +  a7  —  O 
facile  de  trouver  celle-ci 

x3 

—•  —  2  ay  +  a2x  +  b  —  o% 

est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

maintenant  on  élimine  a  de  cet  deux  équations , 
ira  celle-ci 

3 

era  par  conséquent  l'autre  équation  primitive 
remier  ordre  de  la  proposée. 

t  peut  donc  aussi  chercher  une  équation  primi* 
ingulière  ,  d'après  cette  équation-ci ,  en  prenant 
quation  dérivée  ,  relativement  à  by  et  Ton  trou- 


i(jr-xy)  y  +  s  [b—  .*  *■  )  =  o, 

Ton  tire 

2    X^ 

b  = +  .  (j  -*/)  y 

3 
ibstitua  :t  cette  valeur  dan»   l'iquition    pré  ce- 


(  «6  S) 
dente  ,  (lie  devient 

Cette  équation  doune  ces  deux  ci 
y  —  xy  =  o  et        x2  —  y'*  =  o. 

La  première  ne  satisfait  pas  à  la  proposée;  car  elle 

donne      y'  = 

et  de  là 


X  X" 


—  —  _-•?--_  0 


La  seconde  donne  y'  =  ±  x  ,  c'est  la  même  que 
nous  avons  trouver,  ci-  jessu*. 

Ainsi    le?    d«»ux   équipions    prinitircs   du   premier 
ordre  ,  ne   donnent    que   la    mène    équation    sin^u- 
.lière. 

Il  serait  cepend -mr  nànir?i  dr  penser  que  des  équa- 
tions primi'ivc»  i-  l'f  .  ::tc  .  jouiraient  donner  aussi 
diiir'iî.nfs  *  ;ile»:rs  sin'^nl  èrci -,  mais  nous  allons  dé- 
raomiei  a  pii.*Tt  ^yo  loi»  a  toujours  la  même  équa- 
tion p-.im  vi-  singulière,  de  quelque  cquaiion  pri- 
ni!:ie<.  qu  ou  la  déduise;  ce  qu'on  ne  savait  pas 
ju>qu')ci. 

Considérons  une  équation  du  second  ordre  repré- 
sentée en  gêner  1  par 

/(*\.y-y  y')=o. 


(  ««g  ) 

ttdont  l'équation  primitive  entre  *  et  y  ,  soit 

F  (k,  y,  a,  M  =  Oi 
a  et  £  9  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

P^r  la  théorie  générale,  oh  aura  ses  deux  équations 
primitives  du  premier  ordre  ,  en  éliminant  août,  pi>^ 
le  moyen  de  ceite  même  équation  et  de  sa  première 
équation  dérivée  ' 

F'  (*,j)  =  o, 

a  et  b  étant  ici  regardées  comme  constantes. 

Comme  la  fonction   dérivée  F'  (.v,   y  )  renferme  , 

ouiie  les   constantes   a   et   fc,   la  fonction  y\    déai- 

g:.ons-là  par 

f  (x.y  ,y' ,   a  ,  b  ). 

Ainsi  on  aura  les  deux. équations  primitives  du  pre- 
mier ordre  ,  en  substituant  successivement ,  dans  la 
même  équation 

f  (* , y  ,  y\  a,  *)  =  o 
la  valeur  de  b  en  x  ,  y  x  a  ,  et  la  valeur  de  a  cri  x  ,  y 
et  b  ,  tirées  de  la    même  équation 3 

F   (  x  ,  y  ,  a  ,    b  )  =a  o. 

Ensuite  on  aura  les  équations  primitives  singuliè- 
res ,  en  éliminant  a  de  la  première  ,  par:  le  moyen  de 
son  équation  dérivée  ,  prise  relativement  à  a  ,  et  en 
éliminant  b  de  la  seconde  ,  par  le  moyen  de  son 
équation  dérivée  prise  relativement  à  b. 

Considérons  d'abord  ,  dans  l'équation 

f(«,y,y'«,fc>o 


(»7«) 
co  supposant 

f(.r,  f  ij',**  ,  b)=V'  (x,  v) 

On  peut  appliquer  le  mène  raisonnement  an* 
équations  des  ordres  supérieurs  et  en  tirer  des  con- 
clusions semblables.  Ainsi  si 

est  supposée  être  l'équation  primitive  en  x  et  ^-  et 
\c$  trois  constantes  arbitraires  a,  Z> ,  c,  dune  équa- 
rion  dérivée  du  troisième  ordre,  les  trois  équation! 
primitives  du  setrnd  ordre  donneront  une  même 
équation  primitive  singulière  de  ce  même  ordre  oui  ' 
ce  sera  que  le  résultat  de  l'élimination  dea,^,c 
et  de  b\  c  ,  au  moyen  de  ces  six  équations. 

F(x,y,   a,ii,t)=o 

4(*\y*  y'*y"*"i  **  *  )  =  o 

F' (ci)  +  i'F'(i)+  <'F'(c)  =  o 

4'0)  +  ^'(*J  +  c'f  (r)  =o 
En  supposant 

9  (  *  i  y ,  y'  i  a  ,  b  ,  <:  )  =  F'  (  *  .  y  ) 

4(*'y0^y"i«,  *.<)  =  F"(*,  y). 

Et  ainsi  de  suite. 

Ainsi 


I  «73  ) 
Ainsi  l'équation  du  second  ordre 


/'*  — 


/         I' 

«y  y 


+  1=0 


ayant  comme   on  la  vu  ci  -  dessus ,   pour    équation  • 
primitive  entre  x  et  y,  l'équation 

—     — 2ay+  fl^  +  ino, 

oo  a  et  b  sont  les  constantes  arbitraires  ;  on  aura 
tout  de  suite  l'équation  primitive  singulière  du  pre- 
mier ordre  ,  en  combinant  cette  équation  avec  son 
équation  dérivée  ordinaire,  et  avec  les  deux  dérivées 
de  celles-ci  prises,  par  rapport  a  a ,  et  en  regardant  b 
comme  fonction  de  a?,  y  ,  jr'  et  <*,  de  manière  que  Ici 
quantités  «,  &,  et  b9  disparaissent. 

Pour  donner  plus  de  généralité  à  cet  exemple  ,  en 
conservant  la  constante  b  dans  l'équation  dérivée  ,  je 
donnerai  d'abord  à  l'équation  primitive  la  forma 


ff'  +  Jaa  + 


3  $  — •  6  a  y 


Et  j'aurai  pour  sa  dérivée 

6a  y'  3  i  —  6  a  y 


s  x 


=  0. 


Prenant  maintenant  les  dérivées   de    Tune   et  do 
Vautre  relativement  à  a  ,  il  viendra 
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)  »'  —  (i  —  ta)  xy  —  a1— y',  =  < 


S)*_V>-S)>_b,  =  0 


2  5T* 

'équation  dérivée  de  la  première  rela- 


on  a 


*  1 


^  —  2  u  J  #    fax/  —  f  a=Zi 


_  x  ■  +  4  x  y  ' 
int  substituée  d;nis  la  même  équation, 


j,,(_4*y+ï'),f-  A 

Équation  dérivée  de  la  seconde  relati- 
ra 


(j/-*1! 


4    (   I  +  X'   ) 

on  de  cette  valeur  donnera 


6  y         6  y'\        3J^  _ 

X1  X  X 


b  étant  supposé  fonction  de  a* 
En  éliminant  d'abord  V  on  a 

— i ±_l  =  o ,  ce  qui  donne  a  =  y  :  les  deux 

x 

premières  donnent  en  suite ,  en  éliminant  h  . 

3  f7*  —  6  ayi 
3  m  _l    £    _  0Î 

substituant  la  valeur  de  a  il  vient 

3  >'a  i 

3  or !£-*    1=0,        ou        >*  —  **=• 

Comme  plus  haut. 

Soit  encore   l'équation  du    second  c 


y—  *y 

dont  l'équal 

1 

Si  onJ 

au  mon 

1  B^^^^^^^^^^^^^L    k          1  '     f       &^^^#                       ^fe_^^^^9 

(  *7*  ) 

tu  a  ces  deux-ci 

r+rr- 

«*  )  *a  —  (i  —  t  a)  x/—a7—y,2  —  m 

1  '  (i 

+  /)*    ^ -y  y    ^m_ 

*                x1 

En  prenant  l'équation  dérivée  de  la  première  rela- 

tivement a  a 

,   on  a 

(-   — jfljj;     ■f-îxy-ia^l 

l  d'où  rcsullt 

wLm 

4(i  +  x) 

vxlcuz  qui  ,  étant  substituée  dans  la  même  équation, 
/donne      _ 

Kquation  dérivée  de  la  seconde  relatU 

,\ 1 +  a  h  =  o 

L»  ii/«.«o 

■   1'+**) 

|tc  valeur  donnera 

*v'       / *    ,      (4v'-»sr    _ 

ces  deux  équation»  revierment  au  même  ,  car  elles  s< 
réduisent  Tune  et  l'autre  à  celle  ci 

(  !+*•  Jy-  (  »  +  ~  )y' -  y"  +  -£  =  o 

m  ^ 

qui  est  par  conséquent  l'équation  primitive  singulier* 
de  la  proposée  du  second  ordre. 

On  aura  le  même  résultat  en  éliminant  immédia 
tement  a ,  b  et  b' ,  au  moyen  de  l'équation  primitive 

a 
y  —  — -  x2  —  b  x  —  a*  —  £2  —  o, 

de  sa  première  dérivée 

.}  '  —  a  x  —  £  =  o , 
et  des  deux  dérivées  de  celles-ci ,  par  rapport  à  a 


— —  — -  2  a  +  (x  —  2&)3'  =  o,    *  +  &'  = 
Ces  deux-ci  donnent  en  éliminante' 


x' 


—  d  —  (x  —  2^)  *=0 


En  eombinnnt  celle-ci  avec  la  seconde,  on  trouvi 

^ +  4  *y    b_  a/~^ 


4(  »  +  *'') 


4(A  +  *'  ) 


(  t;7  ) 

tt  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première,  il 
vient 

♦       10 

comme  ci-dessus. 


Si  de  l'équation  primitive 

(»  — O 
F  (x,  y.,  .y'...jr  ,a)  —  o 

on  tire  la  valeuf  de  a  en  fonction  de 

*  *  .r  *  >  •  •  •  y 

tt  qu'on  la  désigne  par 

il  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  la  place 
de  a  y  dans  la  même  équation  ,  elle  deviendra  né- 
cessairement identique  ;  par  conséquent  iz\  équa« 
dons  dérivées ,  relatives  à 

(■-O 

en  particulier ,  auront  lieu  aussi. 
On  aura  donc 

F'(x)  +  F'(a)  X   *'(*)  =  o 
F'(,)  +  F' (a)  X*'U)=<> 

F*  (y')  +  *'(«)X  •'(/)-• 

EtCr- 


(  «7»  î 
où  j'ai  conservé  sous  le  signe*F'  la  lettre  •,   à  li 
place  de  sa  valeur 

De  là  on  aura 

V  F'  (a) 

F' (y) 


*'(y)=- 
*'(y')  =  ~ 


F'  (a) 

F' (y1) 


F'  (a) 


Etc. 


Donc ,  puisque  la  quantité  F*  (a)  devient  nulle  dans 
le  cas  de  l'équation  primitive  singulière  ,  il  s'ensuit 
que  dans  ce  même  cas  les  valeurs  de 

(n-i) 
*'(*M'(y')i  *' (y')  etc.  jusqu'à*' (y  ) 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  moyen  général  de 
trouver  l'équation  primitive  singulière  ;  et  ce  moyen 
est  sur-tout  utile  lorsque  l'équation  primitive  est  sous 
la  forme. 

laquelle  paraît  échapper  à  la  règle  générale   établie 
ci-dessus  ;  car  on  aurait  ici 

(  n—  i  ) 
.     F(*,j,/,..j  ) 


(  «79) 
«delà 

F'  («)  =  -   i  ; 

d'où  Ton  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à 
l'équation  primitive  singulière. 

Il  faut  néanmoins  observer  que  quoiqu'il  soit  vrai 
que  l'équation  primitive  singulière  rend 

*'(*)i      *'  (Y)*     *r(y')etc,  infinis, 

on  n'en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  ren- 
dra ces  quantités  infinies ,  sera  une  équation  primitive 
singulière.  Il  faudra  de  plus  que  cette  équation  ne 
rende  pas  la  fonction 

*  (x*  y,  y'.,.) 

égale  à  une  constante  ;  car  elle  ne  serait  alors  qu'un 
cas  particulier  de  Téquation  primitive  générale. 

Par  exemple  si 

m 

*(*,  y)  =  (y— x),   , 
on  aura 

*'(*)  =-m(y  —  *)m~t 

m»— i 

*'(y)  =  ro  (y- *) 

Tune,  et  l'autre  de'ces  quantités  devient  infinies  ,  en 
faisant  y  —  x  =  o  ,  pourvu  que  m  <  i. 

Mais  cette  équation  y  —  x  =  o  rend  la  valeur  de 
*  (  **  y)  égale  à  zéro  ou  à  l'infini,  suivant  que  m  est 
positif  ou  négatif  ;  donc  elle  ne  peut  pas  être  une 
équation  primitive  singulière* 


r  *66) 

donnera  une  équation  du  même-  ordre  qui  satisfera 
également  à  la  dérivée 

Elle  pourra  donc  être  regardée  aussi  comme  une 
équation  primitive  de  celle-ci,  mais  ce  sera  une  équa- 
tion primitive  singulière  sans  constante  arbitraire. 

L'équation  du  second  ordre 


a  ppur  équation  primitive  du  premier  ordre 

x2 —  2  a  y  +  a2=o 

comme    on    peut  s'en  assurer  en   éliminant    a  au 
moyen  de  son  équation  dérivée 

x —  ay'  =  o\ 

«i   on   prend   Féquation    dérivée   relativement  à  a 
on  a 

d'où  Ton  tire  a  =  jy',  valeur  qui  étant  substituée 
dans  la  même  équation  donne  celle-ci 

d'où 

y   =  ±   x. 

Cette  valeur  de  ^'satisfait  aussi  a  l'équation  propo- 
sée ;  mais  c'est  une  valeur  singulière  puisqu'elle  n'est 
pas  parvenue  dans  l'équation  primitive. 


(«67  ) 

Si  on  cherche  l'équation  primitive  de  l'équation  du 
premier  ordre 

M2  —  8  a  y  +  a2  =  o 
il  est  facile  de  trouver  celle- ci 

x3 

—  — «  ay  +  a2x  +  b  —  o* 

on  b  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  élimine  a  de  ces  deux  équations , 
on  aura  celle-ci 


«  x° 


[4x2(ï-r-xy)2-4[b — D(J-*/)/- 


3 

qui  sera  par  conséquent  l'autre    équation  primitive 
du  premier  ordre  de  la  proposée. 

On  peut  donc  aussi  chercher  une  équation  primi* 
:ivc  singulière  ,  d'après  cette  équation-ci ,  en  prenant 
ion  équation  dérivée  ,  relativement  à  6,  et  Ton  trou- 
vera 

-4U-*/)  /  +  «(*--L*L)  =  °, 

d'où  l'on  tire 


2    X3 

b  = +t(j  —  xjrf)  y 

3 

Substituant  cette  valeur  dant   l'équation    precé- 


(  *6  S) 
dente  ,  elle  devient 

4  [y  -xj'Y  (*a;-y*)=  o 

Cette  équation  donne  ces  deux  ci 
y —  xy  ;=  o  et        x2 — y'*  =  o. 

La  première  ne  satisfait  pas  à  la  proposée;  car  elle 

d©nne      .y'=- — 

et  de  là 

h  _    jS_  _     v       _  JL  _    Z 0 

""      ac  :r2  #"  #** 

La  seconde  donne  y'  =  ±  rc  ,  c'est  la  même  que 
nous  avons  trouvé»*,  ci-uessu*. 

Ainsi    les    deux    équations    primitives   du   premier 
ordre  ,  ne   donnent    que  la    même    équation    singu- 
.lière. 

Il  serait  cependant  naturel  de  penser  que  des  équa- 
tions primiuvc*  c  \Yr>;-  ::tt\  .  pourraient  donner  aussi 
Uirtermies  valeurs  sin»ul:èrcs  ;  mais  nous  allons  dé- 
montre! a  pi  ion  \ue  l'on  a  toujours  la  même  équa- 
tion primitive  singulière,  de  quelque  équation  pri- 
mitive qu'on  la  déduise;  ce  qu'on  ne  savait  pas 
jusqu'ici. 

Considérons  une  équation  du  second  ordre  repré- 
sentée en  gêner. 1  par 


(  «6g  ) 
Itdoni  l'équation  primitive  entre  x  et  y  ,  soit 

F  (k,  y ,  <*,  b)  =  o, 

a  et  3  ,  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

P^r  la  théorie  générale,  on  aura  ses  deux  équations 
primiiives  du  premier  ordre  ,  en  éliminant  août,  p;irç 
le  moyen  de  cette  même  équation  et  de  sa  première 
équation  dérivée  ' 

F'    (*,  jr)  =  o, 

a  et  &  étant  ici  regardées  comme  constantes. 

Comme  la  fonction   dérivée  F'  (  'x,   y  )  renferme  , 

outre  les   constantes   a   et   fc,   la  fonction  y\    déai- 

g:ons-là  par 

9  (x,y,y\   a  ,  b  ). 

Ainsi  on  aura  les  deuxéquations  primitives  du  pre- 
mier ordre  ,  en  substituant  successivement ,  dans  la 
nième  équation 

9  (x  ,  y  ,  y',  a,  b)  =  o 

h  valeur  de  b  en  x  ,  y  ,  a  ,  et  la  valeur  de  a  en  a? ,  y 
et  6  ,  tirées  de  la    même  équation} 

F  (a;t  y,  (i,J)  ao. 

Ensuite  on  aura  les  équations  primitives  singuliè- 
res ,  en  éliminant  a  de  la  première  ,  par.  le  moyen  de 
son  équation  déiivée,  prise  relativement  à  a  ,  et  en 
éliminant  b  de  la  seconde  ,  par  le  moyen  de  son 
équation  dérivée  prise  relativement  à  b. 

Considérons  d'abord  ,  dans  l'équation 

f(«,y,y'  u,  &;  =o 


(  *7o  )  ! 

la  quantité  b ,  comme  une  fonction  de  ar,  y ,  a,  Ai* 
terminée  par  l'équation 

F  (x  y  y  ,  a  ,  ^  =  o, 

Son  équation  dérivée  prise  relativement  à  a  ,  sera 

»'  (")  +  *'  t'  (0  =  o; 

en  supposant  que  V  soit  la  fonction  dérivée  de  b 
prise  relativement  à  a.  Or,  comme  b  est  une  fonction 
de  a  ,  déterminée  par  l'équation 

F  (.Y,  y,  a,  b)  —  o 

on  aura  la  valeur  de  b\  en  prenant  la  dérivée  de 
cette  équation  <  par  rapport  à  a  ;  on  aura  ainsi 

F'  (a)  +  b'  F'  (b)  =  o 

Si  ma  intenant  on  élimine  b'  de  ces  deux  équations , 
on  a 

f'  (a)XF'(*)— f'(«)XF'(a)  =  o. 
Cette  équation  ctmt  combinée  avec  les  deux 

donnera  par  l'élimination  de  a  et  b  l'équation  singu- 
lière résultante  de  l'équation  dérivée  relative  à  - 

En  regardant  de  même  a  comme  fonction  de  b  dans 
l'équation 

on  aura  également  l'équation  dérivée  relative  à  b 
*V  (*)  +  *'(*)  =o 


(«70 
la  valeur  de  a  dépendra  alors  de  l'équation  dérivée 
ativement  à  b 

a'F'(fl)  +  F'(»J   =0. 

sorte  que  par  l'élimination  de  a  on  aura  pareille- 
sot 

/WXF,(J)^'(fc)XF'(a)  =  o, 

Ainsi  l'équation  primitive  singulière  résultante  de 
quation  dérivée  relative  à  b  sera  encore  le  résultat 
l'élimination  de  a  et  b  par  le  moyen  de  l'équatien 
écédente  et  des  équations 

F(ap,jr,«tt)  =  o,9(a?',jr%jrf,a1J)=o. 
Donc  ce  résultat  sera  le  même  dans  les  deux  cas 
lisque  les  équations  sont  les  mêmes. 

Il  s'ensuit  de  là  qu'on  peut  trouver  directement 
quation  primitive  singulière  d'une  équation  du  fe- 
nd ordre  ,  au  moyen  de  son  équation  primitive 
m  pi  eue  sans  connaître  en  particulier  les  deux  équa- 
n  primitives  du  premier  ordre  ,  car  soit 

F  (x  ,r,  a,  b)=o 

tte  équation  où  a  et  b  sont  les  deux  constantes  arbi- 
tres, il  n'y  aura  qu'à  éliminer  a,b ,  et  6',  au  moyen 
:s  quatre  équations 

F  (  x,jr,a,  b)=  o 

?    (^i^i/ifli  b)z=zO 

F'  (a)H-*'  F'(*)  =  o 


(  »7«  ) 

cd  supposant 

t(*,  *  ,J'r,a  ,  £}=F'  (x1%r) 

On  peut  appliquer  le  mène  raisonnement  aux 
équations  des  ordres  supérieurs  et  en  tirer  des  con- 
clusions semblables.  Ainsi  si 

F(  *,.r,  a,  *,  *)ss  o 
est  supposée  êirc  l'équation  primitive  en  a?  et  y  et 
les  trois  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  d'unie  équa- 
tion dérivée  du  troisième  ordre,  les  trois  équations 
primitives  du  second  ordre  donneront  une  même 
équation  primitive  singulière  de  ce  même  ordre  qui 
ne  sera  que  le  résultat  de  l'élimination  de  a,  b  ,  c 
et  de  b\  c\  au  moyen  de  ces  six  équations. 

F  (x,  y,   a,  b  i  c  )  =  o 

+  { *  ».y  *  y'  *  y"  *  *  *  * ,  c  )  =  o 

F' (*)  +  £'F'(*)+  c'F'(c)=  o 
»'  («)  +  *V  (*)  +  <>'  (0=o 

En  supposant 

9  (  a: ,  y ,  y' ,  a  ,  b  ,  c  )  =  F'  (  k  .  y  ) 

+  (^yYiy"i»i  *.0  =  *"(*,  y). 


Et  ainsi  de  suite. 


Ainsi 


(  «73  ) 
Ainsi  l'équation  du  tccond  ordre 


=  o 


ayant  comme   on  la  vu  ci  -dessus,   pour    équation 
primitive  entre  .r  etj  ,  I  équation 

r5      • 


x* 


—  2  a  y  +  a2  a?  +  £  =  o , 


où  a  et  b  sont  les  constantes  arbitraires  ;  on  aura 
tout  de  suite  l'équation  primitive  singulière  du  pre- 
mier ordre  ,  en  combinant  cette  équation  avec  son 
équation  dérivée  ordinaire  »  et  avec  les  deux  dérivées 
de  celles-ci  prises,  par  rapport  à  a ,  et  en  regardant  b 
comme  fonction  de  se,  y  ,  y1  et  a,  de  manière  que  les 
quantités  a,  fc,  et  b9  disparaissent. 

Pour  donner  plus  de  généralité  à  cet  exemple,  en 
conservant  la  constante  b  dans  l'équation  dérivée  ,  je 
donnerai  d'abord  à  l'équation  primitive  la  forma 


xi  +  3  a1  -f 


3  b  — '  6  a  y 

■  \  ■       —  zs:  < 


Et  j'aurai  pour  sa  dérivée 


î«  — 


6  a  y 


3  b  —  6  a  y 


==0. 


Prenant  maintenant  les  dérivées   de    Tune   et  do 
Vautre  relativement  à  a  ,  il  viendra 

Leçons*  Tome  X.  L  1 


(  t74  ) 

6  y        3  b'     _ 


a;2  x  x 


b  étant  supposé  fonction  de  a» 
En  éliminant  d'abord  b9  on  a 

_1^ :L_ i  =  o ,   ce  qui  donne  a  =  ./  :  les  de 

x 

premières  donnent  en  suite ,  en  éliminant  b  : 

3  a2  —  6  a  y' 
3  x   +    -    =o; 


substituant  la  valeur  de  a  il  vient 

3  v'2  i 

3x ^—    —  o,        ou        y2  —  **=• 

•    * 

Comme  plus  haut. 

Soit  encore  l'équation  du   second  ordre 


,"    \l  v"2 


dont  l'équation  primitive  en  x  et  y\  est 

y &2  —  b  h  —  a2  —  4*  =  o. 

Si  on  élimine  tour  à  tour  a  et  b  de  cette  équati 
au  moyen  de  son  équation  dérivée 

y  mm  m  ^    m^b  =  0% 


(«75  ) 


•il  i  ces  dcux-ci 


,y  +  ( -  —  a*)  **  — (i  —  «a)  */  —  a1— /*=• 

(*+y>«_(»-y  )*_i.„ 

En  prenant  l'équation  dérivée  de  la  première  rela- 
Uvementàû,  on  a 

\-«   —  «  a)  ar    +  *  *j'  —  f  #  =  • 


'.8 


d'où  résulté 


*       4('i  +  *m) 

valeur  qui ,  étant  substituée  dans  la  même  équatien, 
/donne 

De  même  l'équation  dérivée  de  la  seconde  relati- 
vement à  b  lera 


8  "*"  a;* 


d'où  l'on  tire 


+  !i=0 

et  la  substitution  de  cette  valeur  donnera 


b  = 


ces  deux  équations  reviemient  au  même  ,  car  elles  si 
réduisent  Tune  et  l'autre  à  celle  ci 

qui  est  par  conséquent  l'équation  primitive  singulier! 
de  la  proposée  du  second  ordre. 

On  aura  le  même  résultat  en  éliminant  immédia 
tement  ayb  et  b\  au  moyen  de  l'équation  primitive 


jr  — ■ 


b  x  —  a*  —  b2  —  o, 


de  sa  première  dérivée 

j'  —  a  x  — ;f=:0, 
et  des  deux  dérivées  de  celles-ci ,  par  rapport  à  a 

— -2a-f  (a;  —  8  b)b—Oi    x+b'=z< 


Ces  deux-ci  donnent  en  éliminant  £ 


—  a  —  (o:  —  î£)*  =  o 


En  Combinant  celle-ci  avec  la  seconde ,  on  trouvi 


4('  +  *2) 


,     *  = 


4(*  +  */ 


(   «77  ) 
eues  valeurs  étant  substituées  dans  la  première,  il 
vient 

/('  +  *')+— £ — (-4-  +  *)  y-/'ao 

comme  ci-dessus. 
Si  de  l'équation  primitive 

on  tire  la  valeuf  de  a  en  fonction  de 

(■-O 

et  qu'on  la  désigne  par 


*  (**  7  »  /• 


il  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  la  place 
de  <»,  dans  la  même  équation  ,  elle  deviendra  né- 
cessairement identique  ;  par  conséquent  sc%  équa- 
tions dérivées ,  relatives  à 

*  >  y  y  y  •  •  •  y 

en  particulier,  auront  lieu  aussi. 
On  aura  donc 

F{x)  +  r[a)  X   *'(*)  =  o 

*'(;)+  F' (a)  x*'(.r)  =  o 

F'(/)   +Ff  (a)  X  •'(/)«  o 
Etc- 


(  278  î 
où  j'ai  conserve  sous  le  signe*F'  la  lettre  m  %   à  1* 
place  de  sa  valeur 

De  là  on  aura 

v        *» 

*'/  \        r  (y) 

*  (y)  = — 


*'(/)  =  ■ 


F'  (a) 

F' (y') 


F'  (a) 


Etc. 


Donc ,  puisque  la  quantité  F'  (a)  devient  nulle  dans 
le  cas  de  l'équation  primitive  singulière  ,  il  s'ensuit 
que  dans  ce  même  cas  les  valeurs  de 

(n-i) 

*'(*M'(y')i  <*'(  y')  etc.  jusqu'à*' (y  ) 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  moyen  général  de 
trouver  l'équation  primitive  singulière  ;  et  ce  moyen 
esc  sur-tout  utile  lorsque  l'équation  primitive  est  sous 
la  forme. 

•C*,*/,/'...7("~,})  =  ». 
laquelle  paraît  échapper  à  la  règle  générale   établie 
ci-dessus  ;  car  on  aurait  ici 

.     F(*./,/i..J  ) 


(  «79  ) 


«delà 


F'  (a)  =  —   i  ; 

d'où  Ton  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à 
l'équation  primitive  singulière. 

Il  faut  néanmoins  observer  que  quoiqu'il  soit  vrai 
qne  l'équation  primitive-singulière  rend 

*'(*)i      *'  (y).     *'(  y'  )ctc,  infinis, 

on  n'en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  ren- 
dra ces  quantités  infinies  ,  sera  une  équation  primitive 
singulière.  Il  faudra  de  plus  que  cette  équation  ni 
rende  pas  la  fonction 

*  (*i  y,  y'.,.) 

égale  à  une  constante  ;  car  elle  ne  serait  alors  qu'un 
cas  particulier  de  l'équation  primitive  générale. 

Par  exemple  si 

m 

*(*,  y)  =  (y—  *),   , 


on  aura 


*'(*)  =  —  m(y  —  x) 

m*— i 

*'(y)  =  m  (y  —  *) 

Tune,  et  l'autre  de'ccs  quantités  devient  infinies  ,  en 
faisant  y  —  x  =  o  ,  pourvu  que  m  <  i. 

Mais  cette  équation  y  —  x  =  o  rend  la  valeur  de 
*  (  x*  y)  *Sa'c  à  zero  ou  a  l'infini,  suivant  que  m  est 
positif  ou  négatif;  donc  elle  ne  peut  pas  être  une 
équation  primitive  singulière. 


(  «8o  ) 
Prenons  l'équation  du  premier  exemple 

a:2  —  s  fl^-f  «*  —-  £  =  o 
elle  donne 

donc 

•(*,y)  =  —  y+  v/(x'-+-y*  —  *  ) 

et  de  là 

x 


*'(*) 


1/  (  aJ  -+-  y2  —  A  ) 


*'(y)=-'  + 


ou   Ton   voit  que    ces  deux    fonctions   deviennent 
infinies  par  l'équation  primitive  singulière 
x2  +  y  —  b  =  o. 

Nous  avons  trouvé  p!u»  haut    cette  équation  du 
premier  ordre 


y(l  +  x,)  +  _ — .._._  +x)y,_y»==0 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  do 
second  ordre 

y_xy'+-^y"_(y'_xy"r-y'"  =  o 


en  dégageant  la  fonction  y'  on  a 

y  +  — „ =, 


tl 


[  «s»  ) 


divï»»»t  p* 


y  (i6y  +  4*  + 


patio»  «~- 
oènvèc»  exacte..  ^  ^tznt 

nt  leur»  fonction»  P«^e  '  rimi- 

EOÇtentaStraWcK,oaauxaU^ 

.,     ae.enassnreT  en  prenant  le. 
comme  tt  «*  faate  ^  meffibrcs. 

Uoo.^^«Sde,ei       eVon^>enatfaente 
•  ~  P*t  cornac  i 

T~    '  ntàVéquanonpropo»*' 

.  •  elle  .atufait  é^*en  a-;sfait  en  gé„c«l  - 
/.eco^o^-^t;  quisat^taceUed 
du  second  „-.;•!  ordtc,  H 

$econd  otdie ,  rffe  ^t  avo 

.     ette  équation  du  pumier  ^ 

Mai»  cette  eq 
teçonslomeX. 


(  «8a  ) 

elle-même  une  primitive  singulière  qu'il  est  bon  d$ 
chercher. 

Comme  la  constante  k  est  débarrasée  des  varia- 
bles nttji  on  a  immédiatement 

k  =  l/(i6y  +  4**  +*4)_x|/r(i-+-a?*) 

de  sorte  qu'en  désignant  cette  fonction  par  *  (  #  o) 
et  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  x  ou  j  i 
on  aura  sur  le  champ 


*'  (y)  = 


donc  supposant  cette  quantité  infinie  ,  on  aura  Té- 
quation 

i6y  +  4xa+x4=o 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du 
premier  ordre ,  qui  est  déjà  elle-même,  une* primitive 
singulière  de  la  proposée  du  second  ordre. 

Elle  satisfait  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer ,  à 
Téquation  du  premier  ordre  ,  mais  elle  ne  satisfait 
plus  à  celle  du  second  ordre. 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette 
même  équation  singulière  de  Téquation  primitive 
«ntrexet^ 

y  — —  x1  —  **  —  **  —  *2  =  o 


(  «83  ) 
en  déterminant  a  et  b  par  ses  deux  équations  dérivées 
'  icUdyes  à  a  et  b. 

On  aurait  ainsi 


-f-  %     fl  =  o,X+3ô=§ 


d'où  Ton  tire 


=  —  x%    £  =  —  —  • 

substituant  ces  valeurs  dans    l'équation  précédente 
elle  deviendrait 

II  n'est  pas  difficile  en  effet  de  démontrer  par  la 
théorie  générale  des  équations  primitives  singulière* 
que  ces  sortes  d'équations  primitives  singulières  dou- 
bles résultent  de  l'équation  primitive 

F  f  *tjr,  a,  £)c=o 
en  éliminant  les  deux  constantes  a  et  &  par  les  deux 
équations  particulières 

F'  (a)  =o,  et  F'  (*)=o. 

Et  par-là  il  est  aisé  de  voir  la  raison  pourquoi  elles 
ne  satisfont  pas  en  général  à  l'équation  du  second 
ordre  dont 

F(ar, j>  ,  a.  b)  ==  o 

est  l'équation  primitive  complette  avec  les  deux  coin- 
tantes  arbitraires  a  et  h. 


(  *84  ) 
Car  soit  /(  x ,  y  $  y ' ,  y"  )  =  o,  cette  équation 
second  ordre  :  elle  résulte  ,  comme  nous  l'avons  v 
de  l'élimination  de  a  et  b  regardées  comme  consti 
tes ,  au  moyen  des  trois  équations 

F(  x,jr,a,  b  )  =o, 
F'(*o-)  =  o,*"  (*,jr)  =  o. 

Mais  lorsqu'on  regarde  a  et  b  ,  comme  des  fo 
tions  de  a?  t\y  ,  l'équation  dérivée  de 

n'est  plus  simplement 

mais  elle  devient 

F'  (*  i  y)  +  a  F  (a)  +  *'  F'  (6)  =  o. 

laquelle  se  réduit  cependant  à 

F'(x,  y)  =o 

en  déterminant  a  et  b  par  les  deux  conditions 

F'(a)  =  o  et  F'  (&)  =  o, 

qui  sont   celles   de  l'équation   primitive    singul 
double. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'  (x ,  y)  ,  étant  d 
loppée  ,  renferme  les  variables  x ,  y ,  y# ,  et  les  c 
consumes  a  et  b  ,  désignons-la  par 

il  est  clair  que  la  troisième  équation 

F"(x,y)  =  o 


:  /  «85  ) 

i.©4  a  et  b  sont    regardées    comme   constantes    de* 

|  viendra 

'  t'  (*»y*  Y'  I  =°5 
'  mais,  dans  le  cas  où  ces  quantités  sont  variables,  elle 
deviendra 

*'(*,y.y')  +  «Vl«)  +  *V(  =  o, 

qui  ne  se  réduit  plus  à  * 

f'  (^yiy')=°» 

parce  que  les  deux  fonctions 

»'  (a)     et     f'  [b) 
neiont  pas  nulles. 

Ainsi  il  est  impossible  que  l'équation 
F  (x,  jMi,  £)  =  o 
dans  laquelle  a  et  A  sont  des  fonctions  de  x  et  jr  dé* 
terminées  par  les  conditions 

F(a)  =  o,F'(A)  =  o 
satifasse  généralement  à  l'équation  du  second  ordre 
qui  résulte  de  la  même  équation  par  l'élimination  des 
quantités  a  et  à,  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  pre- 
mière et  seconde  ,  prises  en  regardant  a  et  b  comme 
constantes. 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primi- 
tives des  équations  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi ,  si  Ton  a  l'équation  primitive 

F'  {*%y  i  «  i  b*  O  =  o 
où  m  ,b ,  c  sont  trois  constantes  arbitraires ,  et  qu'on 


'(  286  ) 
détermine  ces  trois  quantités   par  les  trois   cor 

tions 

F'(a)  =  otF'(20=o,F'  (0=o 

on  aura  une  équation  piimiiive  singulière  triple  , 
sera  par  conséquent  la  primitive  singulière  d'une  éc 
tion  du  premier  ordre  ,  qui  sera  elle-même  la  pri 
tive  singulière  d'une  autre  du  second  ordre  ,  laqu 
sera  enfin  la  primitive  singulière  <Ie  l'équation 
troisième  ordre  ,  dont  la  même  équation 

sera  la  primitive  ordinaire  complette  \  avec  les  t 
constantes  arbitraires  «,  b,  c  ;  mais  cette  équat 
primitive  singulière  triple  ne  satisfera  ni  à  Téquai 
du  troisième  ordre  ,  ni  même  à  sa  primitive  sii 
lière  du  second  ordre. 

Nous  avons   démontré  plus  haut  que  les  fonct: 

*'(*)•      *'C0i       *'£>')       etc,4>f(.v 
ont  des  valeurs  inhnies  dans  le  cas  de  l'équation 
mi  tive  singulière  de  la  dérivée,   dont 

*(*,  y*  y  o  —  y         )—<* 

est  la  primitive  ordinaire .,  avec  la  constante  s 
traire  a. 

On  peut  conclure  delà,  tout  de  suite,  que  toute 
tiplicateur  qui  rendra  une  équation  de  Tordre  q 
conque  n  telle  que 

y    +ft*>yiy-y.        )=a 


(  s8n 

Une  dérivée  exacte  d'une  équation  de  Tordre  infé? 
licur  n  —  i  deviendra  nécessairement  infini  en  vertu 
de  l'équation  primitive  singulière  de  la  même  équa- 
tion. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  ;   on  aura  donc  par 

Hypothèse 

C1)  ,       (— ') 

M(jr     +  f(x.y<y'...y  ) 

(it-i) 

=  *'(*,*  ,  S -'-y         ) 

et  l'équation  primitive  sera 

*(x,yiy  --y         )  =  <*  « 

Or*'(x..y,  y'...  .>  )=.r    *' (y  ) 

+  *  (x,jr,  y  ...  jk  )  ; 

(»-s  ) 


Donc 


par  conséquent  la  quantité  M  deviendra  infinie  par  la 

substitution   de   la  valeur  de  y  donnée  par  l'é- 

quation primitive  singulière. 

Cetre  conclusion  suit  aussi  directement  de  la  for- 
me même  des  multiplicateurs  que  nous  avons  donnée 
dans  la  leçon  XIII.  En  effet  si  l'équation  est  du 
premier  ordre ,  comme 


(«88) 

elle  n'aura  qu'une  équation  primitive  telle  que 

F  (  x^y  ,  a)  =  o, 

et  tous  les  multiplicateurs  de  cette  équation  sont  X 
ccssaiiemciit  renfermés  dans  là  formule 

<*"X  F'(r) 
F'  (*) 

f>  a  étant  une  fonction  quelconque  de  a  ,  en  suppo 
sant  qu'on  substitue  pour  a  sa  valeur  tirée  de  la  mena 
équation 

F(*  o'i  *  )  =  o; 

donc  ,  puisque  l'équation  primitive  singulière  rend  1 
fonction  F'  (a)  infinie,  tous  les  multiplicateurs  devien 
dront  aussi  infinis. 

Si  l'équation  dérivée  est  du  second  ordre,  commi 


elle  peut  avoir  deux  équations  primitives  différente 
chacune  du  premier  ordrcj 

F  (x  ,  T  ,  >'  ><-)  =  <* 
et  la  forme 


(  «8g  ) 

cune  de»  deux  fonction»  dérivées 
F'  («),?»; 
donc  tous  les  multiplicateurs  deviendront  infinis  dans 
le  cas  de  cette  équation;  et  ainsi  de-suite. 

Par  exemple  l'équation 


y  — 


|/  (x*+y*—b)—y 


=o 


qui  est  la  même  que  celle  qu'on  a  considérée  ci-dessus , 
a  pour  l'un  de  ses  multiplicateurs  la  quantité 

V  {**  +  y  —  *)—s 

■..'Id  supposant  ce  multiplicateur,  infini  on  a 

x"1  +  y*  —  h  =  o 
>'   ■- 
^fOor  f on  équation  primitive  singulière,  ce  qui  s'ac- 

E>rde  avec  ce  qu'on  a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  de  trouver 
équations  primitives  singulières  par  les  multipli- 
ateurs. 


tiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur 

i  par  l'équation  primitjve  singulière, 

dire  réciproquement  qne  toute  équa- 

nn  multiplicateur  infini ,  sera  une 

;e.  En  effet,  la  formule  générale 


orne  X. 


Nn 


(  *9»  ) 
des  multiplicateurs  étant  pour  le  premier  ordre 

*  "  X  F'  [y) 

F' (a) 

il  est  évident  que  sa  valeur  peut  devenir  infinie ,  San» 
que  Ton  ait  F'  (  a  )  =  o  ;  car  pour  cela  il  suffit  que 

Tune  ou  l'autre  des  fouctions  &  a,  F'  (y)  ,  reçoive 
une  valeur  infinie. 

Au  reste  ,  on  peut  se  convaincre  aussi  par  ce  raison- 
nement fort  simple  ,  que  l'équation  primitive  singu- 
lière doit  rendre  infini  tout  multiplicateur  d'une 
équation  d'un  ordre  quelconque  n   de  la  forme 

y    +/(*  *  y  *  s  •  •  •  y        )  =°- 

Car  M  étant  un  multiplicateur  de  cette  équation  , 
on  aura 

(n)  (n  — i) 

M  (y     +f(**y*y'*j-  )  = 

*'  (*i.Ti  y...  y         ) 

et  réquation  deviendra 

(»  — O 
*'  (  *  i  .r  1  y  •  •  •  y  }  =  ° 

dont  Téquation  primitive  sera 

*  (*i  y%y  ***y  )  =«i 

«  étant  une  constante  arbitraire. 
Maintenant    Téquation  primitive    singulière    doit 


(  191  ) 
satisfaire  à  la  proposée 

(n)  (h-i) 

y     +  /(*» y^  •••  .r      •   j  =  o 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  corn- 
plette 

Donc  la  valeur  de  y  ,  tirée  de  la  primitive 

singulière  ,  étant  substituée  dans  la  fonction 

(»— O 

ne  doit  pas  la  rendre  égale  à  une  constante*  par  con- 
séquent elle  ne  devra  pas  rendre  nulle  sa  dérivée 


♦'  (*.JS  /...*  ) 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 

et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  rendra  la 
quantité  M  infinie. 

C'est  à* peu- près  de  cette  manière  que  Laplace  a 


(  «9*  ) 
démontré  le  premier  cette  proposition  importante, 
que  d'autres  géomètres  avaient  entrevue,  mais  dont 
on  n'avait  pas  encore  donné  une  démonstration  ri- 
goureuse. Voyez  son  mémoire  sur  les  solutions  par- 
ticulières parmi  ceux  de  l'académie  des  sciences  de 
177*- 


(  «9*   )- 
LEÇON     SEIZIÈME. 

Comment  l'équation  primitive  singulière  resuite 
de  (équation  dérivée. 

Par  les  principes  que  nous  venons  d'établir  on  peut 
trouver  l'équatym  primitive  singulière  de  toute  équa- 
tion dérivée  dont  on  connaît  déjà  l'équation  primitive 
de  Tordre  immédiatement  inférieur,  ou  dont  on  est  en 
état  de  trouver  cette  équation  à  l'aide  d'un  multipli- 
cateur. 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  dé- 
duire l'équation  primitive  singulière  de  l'équation 
dérivée   seule. 

Pour  cela  il  faut  examiner  ce  que  l'équation  dérivée 
devient  dans  le  cas  de  l'équation  primitive  sin- 
gulière. 

Reprenons  le  principe  fondamental  des  équations 
primitives  singulières. 

Si  F  (  x  «y  ,  a  )  =  o  est  l'équation  primitive  d'une 
équation  du  premier  ordre,  celle-ci  sera  te  résultat 
de  l'élimination  de  la  constante  a  au  moyen  de  son 
équation   dérivée 

F'(x,.y)=o; 

relative  à  x  et  y  ;  et  l'équation  primitive  singulière 
lera  le  résultat  de  l'élimination  de  la  même   quan- 


(  «8o  ) 
Prenons  l'équation  du  premier  exemple 

x1  —  «»^+  a*  —  b  =  o 
elle  donne 

donc 

•  (*,y)  =  —  y+  v/(^2  +  y2  —  h  ) 

et  de  là 

x 


*'(,) 


|/  (  aJ  -(-  y2  _  h  ) 


*'(y)  =  -'  + 


où    Ton   voit   que    ces  deux    fonctions    deviennent 
infinies  par  l'équation  primitive  singulière 
X2  +  y  _  i  —  0. 

Nous  avons  trouvé  p!ui  haut    cette  équation  do 
premier  ordre 

Y  (*  +  **)  + ■£—{-*-    +*)y'-y'a=o 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du 
second  ordre 


y—*  y'  + 


(y  —  *y  )  —  y    =° 


en  dégageant  la  fonction  /  on  a 

y'  +  !JL+^s~^(1+x")X{/(i6y+4  «-H4* 

i  4  ' 


et 


(  *8i  ) 
«I  divisant  par 


4-i/(i6y  +  4*a  +  **) 


8 
on  a 

8  y'  +  4  y  +   g   x* 


=  2  y/  (i  +*') 


équation  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions 
dérivées  exactes. 

En  prenant  leurs  fonctions  primitives  ,  et  ajoutant 
*      la  constante  arbitraire  K ,  on  aura  l'équati#n  primi- 
tive 

-/(   \f    (i    +   ^)-rr)+k 

comme    il   est  facile   de  s'en  assurer  en  prenant  les 
fonctions  dérivées  de  ses  deux  membres. 

Cette  équation  est,  comme  Ton  voit,  bien  différente 
de  l'équation  primitive  complctte 

a 
y a~  x2  —  b  x  —  a2  —  b*  =  o , 

Mais  elle  satisfait  également  à  l'équation  proposée 
du  second  ordre  .  parce  qu'elle  satisfait  en  général  à 
l'équation  du  premier  ordre  ,  qui  satisfait  à  celle  du 
second  ordre,  comme  primitive  singulière. 

Mais  cette  équation  du  premier  ordre  pe**t  avoir 
Leçons  Tome  X,  M  nr* 


(  «8*  ) 

elle-même  une  primitive  singulière  qu'il  est  bon  d« 
chercher. 

Comme  la  constante  k  est  débarrasée  des  varia- 
bles n  et  y ,  on  a  immédiatement 

k  =  ^(i6y+  4XJ  +a;4)-.x/(i-fa?î) 

de  sorte  qu'en  désignant  cette  fonction  par  *  (  x  yy  ) 
et  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  x  ou  j  , 
on  aura  sur  le  champ 


*'  (y)  = 


V  (  i6y  +  4*2+x4)' 


donc  supposant  cette  quantité  infinie  ,  on  aura  l'é- 
quation 

16  y  +  4*Q  +x4=  o 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du 
premier  ordre  ,  qui  est  déjà  elle-même,  une»  primitive 
singulière  de  la  proposée  du  second  ordre. 

Elle  satisfait  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer ,  à 
Téquation  du  premier  ordre  ,  mais  elle  ne  satisfait 
plus  à  celle  du  second  ordre. 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette 
même  équation  singulière  de  l'équation  primitive 
«ntrexeo* 


a 


.**_»'— **  =  <> 


(  «83  ) 
en  déterminant  a  et  h  par  ses  deux  équations  dérivées 
relatives  à  a  et  à. 

On  aurait  ainsi 

—  x2  +  a    «  =  o,x+s£=# 

9 

d'où  Ton  tire 

substituant  ces  valeurs  dans    l'équation  précédente 
elle  deviendrait  > 

y  +  TE+r^0 

Il  n'est  pas  difficile  en  effet  de  démontrer  par  la 
théorie  générale  des  équations  primitives  singulières 
que  ces  sortes  d'équations  primitives  singulières  dou- 
bles résultent  de  l'équation  primitive 

F  fa,/,  a,  £)  =  o 
en  éliminant  les  deux  constantes  a  et  6  par  les  deux 
équations  particulières 

F' (a)  =o,  et  F'(*)=o. 

Et  par-là  il  est  aisé  de  voir  la  raison  pourquoi  elles 
ne  satisfont  pas  en  général  à  l'équation  du  second 
ordre  dont 

F(«,j>  ,  a.  b)  =  0 

est  l'équation  primitive  complette  avec  les  deux  conso- 
lantes arbitraires  a  et  à. 


(  *«4  ) 

Car  soit  /(  x ,  y ,  y f ,  y"  )  =  o,  cette  équation   du  ^ 
lecond  ordre  :  elle  résulte  ,  comme  nous  l'avons  vu  1 
de  Télimination  de  a  et  b  regardées  comme  constan- 
tes ,  au  moyen  des  trois  équations 

F(  œ,  y  ,ay  b  )  =o, 
F' (*„r  )  =  <>,*"  (*ij)=o. 

Mais  lorsqu'on  regarde  a  et  b  ,  comme  des  fonc- 
tions de  a?  et  y  ,  l'équation  dérivée  de 

?  (  *i  JS  <*,b)=zo 
n'est  plus  simplement 

mais  elle  devient 

F'fiiy)  +  a'F'(a)  +  *'F'(*)  =  o. 

laquelle  se  réduit  cependant  à 

F'(x,  y)  =o 

en  déterminant  a  et  b  par  les  deux  conditions 

F'(a)  =  o  et  F'  (4)  =  o, 

qui  sont   celles   de  l'équation   primitive   singulière 
double. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'  (x,y),  étant  déve- 
loppée ,  renferme  les  variables  x,y,  y' ,  et  les  deux 
consumes  a  et  b  ,  désignons-la  par 

il  est  clair  que  la  troisième  équation 
r'(x,y}5BO 


I  «85  ) 
oà  a  et  b  sont    regardées    comme  constante!    de* 

viendra 

f'  (x,y,y#i  =o; 

mail,  dans  le  cas  où  ces  quantités  sont  variables,  elle 
deviendra 

*'(**y.y')  +  «»)-i-*V(  =  o, 

qui  ne  se  réduit  plus  à  - 

f'  (*»yiy')  =  o* 

parce  que  les  deux  fonctions 

9'  («)     et     9'  (*) 
ne  sont  pas  nulles. 

Ainsi  il  est  impossible  que  l'équation 
F  (x,.r,«,  b)  =o 
dans  laquelle  a  et  b  sont  des  fonctions  de  x  et  y  dé- 
terminées par  les  conditions 

F#(a)  =  o,Ff  (*)  =  o 

satifasse  généralement  à  l'équation  du  second  ordre 
qui  résulte  de  la  même  équation  par  l'élimination  des 
quantités  a  et  i,  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  pre- 
mière et  seconde  ,  prises  en  regardant  a  et  b  comme 
constantes. 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primi- 
tives des  équations  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi ,  si  Ton  a  l'équation  primitive 
F'  (*,.T  i  «  i  b,  c)  =  o 
où  » ,  b ,  c  sont  trois  constantes  arbitraires  ,  et  qu'on 


détermine  ces  trois  quantités  par  les  trois  condi- 
tions 

Fr(a)  =  o.F'(Z0=o,F'  (0  =  o 

on  aura  une  équation  primitive  singulière  triple  ,  qui 
sera  par  conséquent  la  primitive  singulière  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre  ,  qui  sera  elle-même  la  primi- 
tive singulière  d'une  autre  du  second  ordre  ,  laquelle 
sera  enfin  la  primitive  singulière  «Je  l'équation  du 
troisième  ordre  ,  dont  la  même  équation 

F  (x  ,  jr ,  a,  S  ,  c  )  =  o 

sera  la  primitive  ordinaire  complette  ',  avec  les  trois 
constantes  arbitraires  a,  b,  c  \  mais  cette  équatioa 
primitive  singulière  triple  ne  satisfera  ni  à  l'équation 
du  troisième  ordre  ,  ni  même  à  sa  primitive  singu- 
lièredu second  ordre. 

Nous  avons   démontré  plus  haut  que  les  fonctions 

(»-i> 
*'(*),      *'(.i)i       *'(/)       etc,*'(r  ) 

ont  des  valeurs  infinies  dans  le  cas  de  l'équation  pri- 
mitive singulière  de  la  dérivée,   dont 

*(*i  r*  s  o  —  y         )*=« 

est  la  primitive  ordinaire  ?  avec  la  constante  arbt- 
ttaire  a. 

On  peut  conclure  delà,  tout  de  suite,  que  tout  mul- 
tiplicateur qui  rendra  une  équation  de  Tordre  queU 
conque  n  telle  que 

(")  ,     (""M, 


(  sîi7  ] 

fttnc  dérivée  exacte  d'une  équation  de  Tordre  infé? 
rieur  n  —  i  deviendra  nécessairement  infini  en  vertu 
de  l'équation  primitive  singulière  de  la  même  équa- 
tion. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  ;   on  aura  donc  par 

l'hypothèse 

p.)  (»-<) 

m  (.r    +/(x.^,y...j         ) 
C1-1) 

=  *'  (*i  y  ,  y...\r  ) 

et  l'équation  primitive  sera 

*(x.y,y  —  y  )  =  a  , 


Donc 


+  *'  (x,j^,  jk'...  y  )  ; 


par  conséquent  la  quantité  M  deviendra  infinie  par  la 

i  n  ;  x  ) 
substitution   de   la  valeur  de  y  donnée  par  l'é- 

quation primitive  singulière. 

Cetre  conclusion  suit  aussi  directement  de  la  for- 
me même  des  multiplicateurs  que  nous  avons  donnée 
dans  la  leçon  XIII.  En  effet  si  l'équation  est  du 
premier  ordre ,  comme 


(«88) 

clic  n'aura  qu'une  équation  primitive  telle  que 

F  (  x^y  y  a)  =  o, 

et  tous  les  multiplicateurs  de  cette  équation  sont  né- 
cessairement renfermés  dans  là  formule 

F'  [a) 

f>  a  étant  une  fonction  quelconque  de  a  ,  en  suppo- 
sant qu'on  substitue  pour  a  sa  valeur  tirée  de  la  même 
équation 

F(*  »■>'*  *)  =  o; 

donc  ,  puisque  l'équation  primitive  singulière  rend  la 
fonction  F'  (a)  infinie,  tous  les  multiplicateurs  devien- 
dront aussi  infinis. 

Si  l'équation  dérivée  est  du  second  ordre,  comme 

elle  peut  avoir  deux  équations  primitives  différentes 
chacune  du  premier  ordre ,  telles  que 

F  (  *  ,  JK  ,.>'',«)=  o       et       F(*,jr,y,£)=o 

et  la  forme  générale  des  multiplicateurs,  sera 

♦'  («)  X  F'  Q  ')       ♦'(*)  X~F'  (/) 

F»,  F»  ' 

$  (  a ,  A  )  étant  une  fonction  quelconque  de  a  et  h 
cest-à  dire, de  leurs  valeurs  déterminées  par  les  équa- 
tions précédentes. 

Or  l'équation  primitive  singulière  rend  nulle  cha- 
cune 


(  tS9  ) 
cune  dct  deux  fonctions  dérivées 

F»  (.),!'(*), 
donc  tout  les  multiplicateurs  deviendront  infinis  dans 
le  cas  de  cette  équation;  et  ainsi  de* suite. 

Par  exemple  l'équation 

r * 

9        V  (**+S  —  à)—j     ° 

qui  est  la  même  que  celle  qu'on  a  considérée  ci- dessus , 
a  pour  l'un  de  ses  multiplicateurs  la  quantité 

\r  (x*  +  y  —  b)—y 

En  supposant  ce  multiplicateur,  infini  on  a 

g*  +  y*  —  *  =  o 

pour  son  équation  primitive  singulière ,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  ce  qu'on  a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  de  trouver 
les  équations  primitives  singulières  par  les  multipli- 
cateurs. 

Mais  quoiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur 
doit  devenir  infirii  par  l'équation  primitive  singulière, 
on  ne  peut  pas  dire  réciproquement  qne  toute  équa- 
tion qui  rendra  un  multiplicateur  infini ,  sera  une 
équation  singulière.  En  effet,   la  formule  générale 

Leçons  Tome  X.  N  n 


(  *9ff) 
des  multiplicateurs  étant  pour  le  premier  ordre 

»  «  X  F'  (y) 

F'(«) 

il  est  évident  que  sa  valeur  peut  devenir  infinie ,  sans 
que  Ton  ait  F1  (  a  )  =  o  ;  car  pour  cela  il  suffit  que 

Tune  ou  l'autre  des  fouctions  6  a,F'  [y)  ,  reçoive 
une  valeur  infinie. 

Au  reste  ,  on  peut  se  convaincre  aussi  par  ce  raison- 
nement fort  simple  ,  que  l'équation  primitive  singu- 
lière doit  rendre  infini  tout  multiplicateur  d'une 
équation  d'un  ordre  quelconque  n   de  la  forme 

y    +f{x  i^o   -^         )  =0. 

Car  M  étant  un  multiplicateur  de  cette  équation  , 
on  aura 

(n)  («  — O 

M    (y         +  f  (**?**' <>1*  )    = 

(n  — i) 

et  l'équation  deviendra 

dont  l'équation  primitive  sera 

m  étant  une  constante  arbitraire. 
Maintenant    l'équation  primitive    singulière    doit 


(  «9>  ) 
satisfaire  à  la  proposée 

y      +  /(*>  y, y  ...y        •    j  =  o 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  cem- 
plette 

(»— O 

Donc  la  valeur  de  jr  *  tirie  de  la  primitive 

singulière ,  étant  substituée  dans  la  fonction 

*(*ijs.r...  y  h 

ne  doit  pas  la  rendre  égale  à  une  constante*  par  con- 
séquent elle  ne  devra  pas  rendre  nulle  sa  dérivée 


♦  (*>.ri  y*--y        ) 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 

(n)  (»-0% 

r     +f(x,y<>y  *~y  ) 

et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  rendra  la 
quantité  M  infinie. 

C'est  à- peu- près  de  cette  manière  que  Laplace  a 


(  29*  ) 
démontre  le  premier  cette  proposition  importante, 
que  d'autres  géomètres  avaient  entrevue  ,  mais  dont 
on  n'avait  pas  encore  donné  une  démonstration  ri- 
goureuse. Voyez  son  mémoire  sur  les  solutions  par» 
ticulières  parmi  ceux  de  l'académie  des  sciences,  de 
177*. 


(  «9*   )- 
LEÇON     SEIZIÈME. 

Comment  l'équation  primitive  singulière  resuite 
de  ï équation  dérivée. 

Par  les  principes  que  nous  venons  d'établir  on  peut 
trouver  l'équatjpn  primitive  singulière  de  toute  équa- 
tion dérivée  dont  on  connaît  déjà  l'équation  primitive 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  ou  dont  on  est  en 
état  de  trouver  cette  équati  jq  à  l'aide  d'un  multipli- 
cateur. 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  dé- 
duire l'équation  primitive  singulière  de  l'équation 
dérivée   seule. 

Pour  cela  il  faut  examiner  ce  que  l'équation  dérivée 
devient  dans  le  cas  de  l'équation  primitive  sin- 
gulière. 

Reprenons  le  principe  fondamental  des  équations 
primitives  singulières. 

Si  F  (  x  , y  ,  a  )  =o  est  l'équation  primitive  d'une 
équation  du  premier  ordre ,  celle-ci  sera  te  résultat 
de  l'élimination  de  la  constante  a  au  moyen  de  son 
équation   dérivée 

F'(«,  jr)=o; 

relative  à  x  et  y  ;  et  l'équation  primitive  singulière 
lera  le  résultat  de  l'élimination  de  la  même   quan- 


(  «93  ) 
tité  a  au  moyen  de  l'équation  dérivée 

F'  (a)  =  o 
relative  à  a. 

Supposons  que  l'on  tire  de  l'équation 
F'  (*,jr  )=  o 
la  valeur  de  a  en  fonction  de  x  ^y  et,/  ,  que  je  re- 
présenterai  par 

9  (  x,y *  y  ), 

et  qu'où  substitue  cette  fonction  au  lieu  de  a  dans 
l'équation  primitive 

*F  (  *  ,  JT,  à  )=  o, 
on  aura  une  équation  en  x%y  %  y  qui  sera  la  dérivée 
de  la  proposée. 

Ainsi  en  désignant  simplement  par  <p  la  fonction 

f(**y,y  )* 

on  aura 

F  (x  ,  jr  ,9)s=  o 

pour  l'équation    dérivée. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  icelle-ci  ,  et 
comme  9  est  une  fonction  des  variables  x,y  *  y'  *  on 
aura  cette  équation 

F'  (*,.T)  +  *'?(»)  =o, 
ou  l'expression 

F'(*,.r) 

est  la  même  chose  que  le  premier  membre  de  l'é- 
quation ci-dessus 

F'(*.,/)  =  o, 


(Sg5| 

pi  ce  n'est  qu'à  L  place  de  a  il  y  a  sa  valeur  <p  ,  tirée 
le  cette  même  équation;  d'où  il  s'ensuit  que  l'expres- 
3n  dont  il  s'agit  sera  identiquement  nulle  ,  puis- 
qu'elle est  censée  être  le  résultat  delà  substitution  de 
[la  valeur  de  a  qui  la  rend  nulle. 

La  dérivée  de  l'équation  du  premier  ordre 
F(x,^,  <p)  =o 
•e  réduira  donc  simplement  à  celle-ci 

*'F'(9)=o, 

laquelle   se    décompose    comme   Ton    voit    en    ces 
deux  ci , 

9'  =  o  ,        et       F'  (  9  )  =  o. 

La  première  /  =  o  ,  savoir 

est  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  la  va* 
leur  de  y"  en  x  ,  y  et  y\ 

Cette  équation  a  pour  é  quation  primitive  f  =  a 
une  constante  arbitraire  ;  ainsi 

j>=a,         et         F(x,.T,p)  =  o 
sont  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de 
la  même  équation  du  second  ordre 

9   F  (  9  )  =  o  ; 
donc  par  la  théorie  exposée  dans  la  leçon  XII  ëlirai- 
minamjr'  de  ces  deux  équations  9  on  aura  l'équation 
primitive  de 


(«96) 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire  ;  mail 
comme  y  n'est  contenue  que  dans  la  fonction  9  ,  le 
résultat  de  eerte  élimination  sera  le  même  que  celui 
de  l'élimination  de  ?,  par  conséquent  ce  résultat  sera' 

F  (  *  %  y  *   a)  =o% 
ce  qui  redonne  la  même  équation  primitive, d'où  Ton 
était  parti. 

Considérons  maintenant  l'autre  équation 

F'  (*>)  =  0, 

celle-ci  satisfait  aussi  comme  Ton  voit  à  la  même 
équation  du  second  ordre  ;  mais  comme  elle  ne  con- 
tient que  les  fonctions  y  cty' \  elle  peut  être  regardée 
comme  une  équation  primitive  du  premier  ordre  de 
la  même  équation,  mais  sans  constante  arbitraire* 
Ainsi  en  éliminant  yf  par  le  moyen  de  celle-ci,  et 
de  l'équation  du  premier  ordre 

F  (  oc  ,  y  ,  9  )  =-  o  , 
on    aura  une    nouvelle   équation  primitive  de  cette 
même  équation,  qui.  sera  nécessairement     ifFércnte 
de  l'équation  primitive 

F  (  rc,  y  %  a)  =  o. 

Or  comme  la  quantité  y'  n'est  contenue  que  da  nsla 
fonction  9  %  le  résultat  de Téhmination  de  y  des  deux 
équations 

F'  (f)»o      et     F(a?,jr,  9)  =  b,  ^ 

sera  le  même  que  celui  de  l'élimination  de  9  *  comme 
nous  l'ay  ons  déjà  observé  plus  haut  ;  et  ce  résultat 

sera 


(  «Ô*  ) 
ierà  évidemment  le  même   que  celui  de    Télimuia- 
tion  de  la  quantité  a  cks  deux  équations 

F'  (*)=    o      et      F(x  ,  y ,  a)  =  o. 

Donc,  par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  ce  résultat  donnera  l'équation  primitive  sin- 
gulière de  l'équation   dérivée  ,  dont 

F  (*,  jr,  a)  —o, 

est  Téquation  primitive  ordinaire,  a  étant  la  constante 
arbitraire. 

D'où  Ton  doit  conclure  que  Téquation 
F',(f)  =  o, 

donnera  par  l'élimination  de  y  ,  la  même  équation 
primitive  singulière  de  la  proposée  du  premier  ordre 

qu'on  eût  trouvée  d'après  son  équation  primitive 

F  (  x  ,  y ; ,  a  )  —  o  , 

Suivant  les  principes  et  la  méthode  exposée  dans  la 
leçon  précédente. 

On  voit, par  là, qu'il  est  toujours  possible  de  mettre 
Téquation  dérivée  sous  une  forme  telle  que  sa  dérivée 
donne  elle-même, immédiatement,!^  quation  primitive 
singulière,  s'il  y  en  a  une:  et  c'est  une  observation 
qui  n'avait  point  encore  été  faite  jusqu'ici. 

Reprenons  Téquation  du  premier  exemple  de   la 
Liçjîis    Tome.  X.  "O  o 


(«98) 
leçon  précédente 

En  la  regardant  comme  une  équation  primitive 
dont  a  est  la  constante  arbitraire  ,  pour  avoir  l'équa- 
tion dérivée  qui  ait  la  propriété  dont  il  s'agit ,  il  fau- 
dra y  substituer  peur  a  sa  valeur  —  tirée  de  la  dé- 

y 

rivée 

x  —  a  y  =  o. 

Ainsi  l'équation  dérivée f\  dont  il  s'agit,  sera 


x* 


«    x  y 


x*        t 

y 


En  prenant  la  dérivée  de  celle  ci ,  on  a 


x ;,  —  x   + 


*  y  y 


**y 


y  ■     y'2     ~y»  +  y~~Q 

équation  qui  se  réduit  à 

(£+^)(=£-.)  =  . 

comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  la  leçon  XII. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  revient  à 

t'F'(f)=o, 

en  supposant 


(  tg9  î 
lut  pour  p  la  valeur  de  a  Urée  de  l'équation 


primc^—  a  x  =  o. 


Le  facteur  du  premier  ordre  donne  l'équation 


d'où  Ton  tire 


x 


/=-    -y 


valeur  qui  étant  substituée  dans  l'équation  du  pre- 
mier ordre  la  réduit  à 

x2  —  b  +  2  y2  — y2  =  o. 
savoir 

*  x*  +  y%     —  b=zo 

équation  primitive,  singulière  comme  nous  l'avons 
déjà  trouvé  ,  car  l'équation  dérivée  ,  que  nous  consi- 
dérons ici ,  est  la  même  que  l'équation 

y\/{x*+y  —  b)—yy—x=o) 

que  nous  avons  considérée  dans  le  premier  exemple 
de  la  leçon  précédente;  mais  sous  cette  formé  elle 
n'aurait  pas  son  équation  prime  décomposable  en 
deux  facteurs. 

Le  facteur  du  second  ordre 


y      y* 

étant  fait  égal  à  zéro   donnera  la  valeur  de 


X 


On  aurait  aussi  facilement  par  ce  facteur  l'équation 


(  Soo    ) 
primitive,   car  étant  la  fonction  dérivée    exacte  de 

—    il  donnera  tout  de  suite  l'équation  primitive  du 

premier  ordre  -7-  =  a  ;  multipliant  par  2  y  et  pre- 
nant de  nouveau  les  fonctions  primitives  ,  il  vient 

çl  et  c  étant  des  constantes  arbitraires;  mars  la  propo- 
sée n'étant  que  du  premier  ordre  ,  ne  peut  avoir 
qu  une  constante  arbitraire.  On  y  substituera  donq 
pour  y  ,  et  y  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  % 


et 


1  a  ce 

Ct  Ton  aura 

*2  —  £  —  a?2  +  c  —  a2  =zO  x 

d'où  L'on  tire 

c=  aa  +    £ 

de  sorte  que  l'équation  primitive  .  sera 

s7  =  z  a  y  +  a2  +  ^  =  o  , 

comme  ci-dessus. 

Il  n'est  pas  mê.ne  nécessaire  de  passer  à  une  se- 
conde équation  primitive  ;  car  ayant  trouvé 


il  n'y  a  qu'à  substituer  tout  de  suite  la  valeur  de 

a 


y  — 


(  Soi  ) 
[toi  la  proposée  du  premier  ordre  ,  et  l'on  aura  aussi 

x1  —  h  —  «  a  y  —  a2  =»  o. 

Considérons  les  équations  du  second  ordre. 

Soit  F(i^,/ta)  =  o 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation 
dérivée  du  second. 

Eo  éliminant  a  ,  au  moyen  de  l'équation, 

F'  (  *  i  y  i  y  )  =  °  * 
on  aura  l'équation  du  second  ordre  ;  et  en  l'éliminant 
au  moyen  de  l'équation 

F'(«)  =  o, 
on  aura  l'équation  primitive  singulière. 

Soit  9  [*jr,y',yf)i 

on  simplement  f>  ,  la  valeur  de  a  en  fonction  de 
^  ,  y  »  J> "'  i  y"  ùtéc  de  l'équation 

en  substituant  cette  valeur  dans' l'équation  primitive  t 
on  aura  une  équation  dérivée  de  la  forme 

F  (*i  y  ,2' ,  9)  =0; 
et  si  on  en  prend  l'équation  dérivée  ,  il  eu  visible  que 
la  partie 

F'(*,.r,/), 

relative  à  la  variation  de  a,  y  ,  y' *  sera  identique- 
ment nulle  t  puisque  la  quantité  <p,  qui  y  est  regardée 
comme  constante ,  est  supposée  déterminée  par  l'é- 
quation même 

F'  (*>  y,  y  )==o. 


,(    302   ) 

II  ne  restera  donc  que  l'équation 

S  9'F'  (9)=o, 

qui  ae  décompose  en 

ç>'=o,      et      F'  (f)—o. 

L'équation  f>f  =  o ,  sera  du  troisième  ordre  ,  et 
donnera  la  valeur  de  y'n.  Son  équation  primitive 
sera  évidemment  ç>  =  a  ,  en  prenant  a  pour  une  cons- 
tante quelconque.  Eliminant  y\  qui  est  contenu 
dans  9  ,  au  moyen  de  l'équation  dérivée 

F(*i  y*  y  i  9)  =o, 
on  aura  le  même  résultat  que  par  l'élimination  de  f\ 
c'est-à-dire 

équation  primitive. 

L'autre  équation 

F'  (9)  =o 

donnera  aussi  par  l'élimination  de  y"  ,  le  même  ré- 
sultat que  par  l'élimination  de  ? ,  et  par  conséquent 
le  même  résultat  que  par  l'élimination  de  a  ,  au 
moyen  des  équations 

F'  (a)—  o      et      F  (x1ty,y,  a)  =  of 

qui  sont  les  mêmes  ,  en  y  changeant  a  en  ?. 

Donc  ce  résultat  sera  l'équation  primitive  singulier* 
de  l'équation  du  second  ordre  ,  dont 

F  (x%y,jr',o) 
est  l'équation  primitive  du  premier  ordre* 


(3o3  ) 
L'équation  du  second  ordre 


,"*_ 


vV' 


+  1=0, 


pie  noûi  avons  déjà  considérée  dans  les  leçons  pré- 
cédentes ,  a  pour  dérivée 


.!/'__£_)  y« 


*  y 


n* 


X  X 

90 on  peut  mettre  sous  cette  forme 


4. =  o 


y'      x  .  y" 

*     \/  .w    y_  =0) 

a;  ' 


'('"-  -T-  X  >'"- 


.  Le  facteur 


y— f 

0? 


tétant  que  du  même  ordre  que  la  proposée,donnera 
par  l'élimination  de  y" ,  une  équation  primitive  sin- 
gulière de  celle-ci.  Car  en  faisant 


=  0, 


on  a 


IL 


Valeur,  qui  étant  substituée  dans  la  proposée  ,  donne 


.y 


r* 


x» 


+  1  =  0. 


Savoir 


**  —y 


comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  leçon  précédente. 

L'autre   facteur  donnera  l'équation   du    troisième 
•rdre  , 


jr  a-  — •  - — ■ 


n 


=  0, 


(  3d4  ) 
qui  étant  diviséée  par  x,  a  pour  primitive  du  sect 
ordre 

y  i 

x  a 

a  étant  une  constante  arbitraire;  celle-ci  donne 


n 


x 


a 
substituant  cette  valeur  dans  la  proposée ,  on  a 

** *  y   ,  i  _o 

Savoir  a:»  —  2  a  y*  -f-  a*  =  o , 

équation  primitive  ,  comme  on  Ta  vu  dans  la  Icç 
citée. 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  d 
ordre  quelconque  ;  et  l'on  en  peut  conclure  en  gé 
rai ,  que  toute  équation  dérivée  est  susceptible  d'i 
forme  telle  que  sa  dérivée  ait  deux  facteurs  ,  d 
l'un  réponde  à  l'équation  primitive  ordinaire, 
dont  l'autre  donne  immédiatement  l'équation  pri 
tive  singulière,  s'il  y  en  a  une;  ce  qui  jette  nnnoat) 
jour  sur  la  nature  dc$  équations  primitives  singuliè 
Car  il  est  évident  que  les  deux  facteurs  de  l'équal 
dérivée  étant  indépendant  l:un  de  l'autre ,  doiv 
satisfaire  chacun  en  particulier  à  cette  équation 
parconséquent  aussi  à  son  équation  primitive  [ 
posée. 

En  mime  temps  on  voitque  le  facteur ,  qui  doi 

réquat 


<3o5) 
Tèquation  pnmiiïvc  singulière,  et  qnî  est  du  même 
ordre  que  la  proposée,  ne  pourra  pas  salutaire  aux 
équation*  des  ordres  supérieurs  ,  puisqu'il  ne  satisfait 
pas  à  celle  qui  résulte  de  l'autre  fadeur,  et  tyri  con- 
tient seule  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  plus  élevé 
que  la  proposée, 

*Je  considère  maintenant  que  comme   toute  équa- 
tion dérivée  du  premier  ordre  ,  telle  que 

ne  peut  être  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la 
constante  arbitraire  «* ,  au  moyen  de  L'équation  pri- 
mitive 

F(^J  ,  a  )  =o 
et  de  sa  dérivée 

F'(*0')=  o, 

ainsi  que  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  XII  ;  et  que 
Tèquation 

F(a?0",f)=o 

est  déjà  le  résultat  de  cette  élimination  par  ce 
que  nous  avons  démontre  plu*  haut;  il  s'ensuit  de  la 
théorie  connue  de  l'élimination  ,  que  si  les  deux 
équations 

ne  sont  pas  identiques  ,  elles  ne  peuvent  différer  que 
par  un  facteur  qui  affectera  Tune  des  deux  et  qui  ne 
pourra  être  qu'une  fonction  de  x  ,  y  et  y' 


Leç$nf.  Tome  X. 


i> 


(  3o6  ) 

Supposons  donc  que  M  soit  un  pareil  facteur,  en- 
sone  que  l'on  ait  l'équation  identique 

/(x,^,y)=MF(x,j-,9). 
On  aura  donc  r.ussi 


F(x,J>9)  =•: 


M 


et  prenant  les  fonctions  dérivées ,  on  aura 

puisque  nous  avons  vu  que  la  dc/ivée  de  F  (oe  ,  y ,  ç) 

se  réduit  a  <pf    Fr   (  <p  ). 

On   aura  donc  ainsi 
M' 

+  If  S  (**r*s  ) 

c'est  la  forme  générale  de  la  dérivée  de    la  fonction 

qui  forme  le   premier   membre    de   l'équation  pro- 
posée. 

On   voit  par- là  qu'étant  proposée  l'équation  du 
premier  ordre 

f  (*  ,  y  %y  )=  o 

•n  pourra  satisfaire  à  sa  dérivée 


(  3o7   ) 
indépendamment  de  la  valeur  de  y^  par  le  moyen 
de  l'équation  du   même  ordre 

F'  (  9  )  =  o 

combinée  avec  la  proposée  ;  de  sorte  que  ces  deux 
équations  pourront  être  regardées  également  comme 
des  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la 
même  équation  dérivée 

du  se/rond  ordre.  Par  conséquent  il  n'y  aura  qu'à 
éliminer  y  entr'elles  pour  avoir  une  équation  pri- 
mitive de  la  proposée,  laquelle  ne  sera  qu'une  pri- 
mitive singulière  comme  nous  l'avons  démontré  ci- 
dessus. 

Maintenant  si  dans  la   fonction  dérivée 

•n  sépare  la  partie  affectée  dej",  elle  devient 

suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée.  Ainsi 
la  dérivée  de  l'équation  proposée 

f(*,y,  yj  =  o 


sera 


/'/(/)  +/'(*o)=o, 


et  il  est  visible  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équa- 
tion indépendamment  de  la  valeur  de  y"  qu'en  éga- 
lant séparément  à  zéro  les  deux  fonctions 

/'(/)     et    /(x,j-)î 


{3o8) 
il  est  facile  de  voir  ,  en  effet ,  par  la  comparaison  de 
l'expression  précédente    de 

avec  la   forme  générale   trouvée   ci-dessus ,  que  les 
deux  équations 

F'f»  =  o      et       /!f,j',y)=o 
emportent  ces  deux-ci 

/(,')  =  o     «   f(*,j>)  =  o 
et  réciproquement. 

On  aura  donc   l'équation  primitive   singulière  de 
la  proposée 

/(*</*  y  )  —  o 

en  faisant,   dans  sa  dérivée 

y/'  (/)  +/(*o)  =  <>, 

les  deux  équations  séparées 

/'  (/)  =  o,  ttf(x,f)  =  o,  • 

et  éliminant  la  fonction  jf  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  les  deux  résultats  donnent  la  même  équation 
entre  x  et^y,  ce  sera  l'équation  primitive  singulière  ; 
sinon  ce  sera  une  marque  que  la  proposée  n'admet 
pas  d'équation  primitive  de  cette  espèce. 

Lorsque  les  deux  fonctions 

/  (y)  «/'(»,.?), 

ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  égalé  à  zéro* 
remplit  les  deux  conditions  ,  et  donne  1  équation 
primitive  singulière  par  l'élimination  de  j  '  y  au  moyen 


{  3*9  ) 
de  la^proposée.  C'est  le  cas  oà  celle-ci  est  de  la 
forme 

F(*,js  *)  =  o, 

comme  nous  l'avons  vu,  au  commencement  de  cette 
leçon.  Il  y  a  au  reste  une  forme  plus  générale  que 
celle-ci ,  où  la  dérivée  est  toujours  décomposante  en 
deux  facteurs  ,  dont  l'un  donne  l'équation  primitive 

singulière  ;  nous  en  parlerons  plus  base. 

i 

L'équation  du  premier  ordre 

y'2  (  x2  —  b  )  —  «r  x  y  y  —  x2  =  o  , 
]ui  est  la  même  que  nous  avons  considérée  au  corn- 
nencement  de  cette  leçon,  mais  multipliée  par  y'2  a 
)Our  dérivéç 

(jr  (*2  -b)-xy)y"  -  2  (y  y'  +  *)  =o. 


On  voit  ici  que  les  deux  fonctions 

'>  y'  (x2  —  b  )  —  s  y     et     yy'  +  x, 

font  aucun  facteur  commun  ;  cependant  si  on  les 
ait ,  chacune  séparément  égale  à  zéro  ,  elles  donnent 
es  deux  valeurs  de  y  , 


avoir 


x  y 
x2—b 


et       — 


ui  étant  substituées  dans  la  proposée  ,  donnent  ces 
[eux  ci 

x1  y2                              X2fxi_b^ 
— - — r^+  X2  =  0,   — * — - |-x*  =  o, 


(  3i*>) 
lesquelles  se  réduisent  à  la  même  , 

Savoir  x7  (  x2  -{-j2  —  b  )  =  o. 
Ainsi 

*"  +  .>'»  —  ^  =  o. 
est  l'équation  primitive  singulière   de  la  proposée,  ' 
comme  nous  l'avions  déjà  trouvé.  ' 

je  remarque]  maintenant  que  l'équation  du  premier 
ordre 

ayant  pour  dérivée 

y/'  (/)+/'  (*j^)=o, 

elle  donne  en  général 

Mais  nous  venons  de  voir  que  dans  le  cas  de  Téqua- 
tion primitive  singulière,  on  a  séparément 

/'(y)  =  0      et       y'(*,jr)r=Oi 

donc  on  auta  dans  ce  cas 

n         ° 

ce  qui  donne  cette  règle  générale ,  et  fort  simpl 
pour  trouver  Téquation  primitive  singulière  de  touî 
équation  du  premier  ordre  ,  lorsqu'il  y  en  a  une. 

Cherchez  ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  1 
valeur  de  la  fonction  seconde  y" ,  et  supposez- 
égale  à  zéro ,  divisé  par  zéro  ;  vous  aurez  dec 
équations  en  x^yt\y%  qui  étant  combinées  av< 


(Su) 

roposée,  donneront  par  l'élimination  de  y*  % 
;  autres  équations  en  s  et  y,  Si  elles  ont  un 
ur  commun ,  ce  sera  l'équation  primitive  3 in- 
ère  de  la  proposée. 

a  peut  appliquer  ici  l'exemple  que  nous  venont 
porter  ci -dessus. 

)it  encore  l'équation  du  premier  fcrdre 

{*yf  —  y)  {xï'  —  *y)  +  x*z=>q; 
i  dérivée  sera 

txy  —  3  j>-  )  jr"  —  * /•+  y  y  +3x*acOî 
Ton  tire 

„  _  *  y  —  y  y  —  3  ** 

2  x  y  — -  3  y 
lisant  cette  expression 
o 


tura  les  deux  équations 
y* — jy~3x*  =  o,  *x%  —  3y  =  o, 
il  faudra  éliminer  y  par  le  moyen  de  la  propo- 
La  seconde  donne 

3y 


y  = 


t    X 


valeur  substituée   d'abord  dans  la   première, 
ie  celle  ci. 


3  y 

4  * 


—  %  x2  =  o , 


(3iO 
f  t  étant  substituée  dans  la  proposée ,  elle  donne 


•    +  x3  =  ô 


'-        «      .3 


cçj  deux  équations    se  réduisent,  comme  Ton  voit 
Tune  et  Vautre  à  celle-ci 


y2  —  4*3  =  ° 


qui  sera  par  conséquent  l'équation  primitive  singa- 
lière  de  la  proposée. 

On  peut  s'en  assurer  en  effet  par  l'équation  primi- 
mitive  qui  est 


a  x  ' 


où  a  est  la  constante  atbitraire.  Sa  dérivée  relative 
à  a,  sera 

^      a2 
laquelle  donne 

a2  =  x      et      a  =  j/  x  ; 

et  l'équation  primitive  devient  par  la  substitution  de 
cette  valeur  , 

y  —  2  x  y/'x  =  o     savoir     y2  —  4  *3  =0 
la  même  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  est  facile  de  voir  par  l'expression  générale  dtj\ 

o 

que  non  seulement  cette  expression  devient en 

vertu  de  l'équation  primitive  singulière  ,  mais  que  les 

expressions 


(  3.3  ) 
expressions  des  fonctions  suivantes^'",  j>lT  etc  ,  de- 
viendront aussi     en  les  réduisant  d'aboid    en 

v  o 

simples  fonctions  de  x<y  par  la  substitution  successivo 
i    des  valeurs  de  y'  ,  y1  étc  ,  tirôcs    de  lYq'iatîon    pro» 
posée  et  sub^tituaut  ensuite  la  valeur  de  y  en  x  ,  don- 
née par  L'équation  primitive  singulière. 


On  peut  regarder  cette  propriété  de  l'équation  pri- 
mitive singulière  comme  son  vrai  caractère  distinc- 
tif;  et  Ton  peut  se  convaincre  d'ailleurs  que  son 
existence  dépend  en  effet  de  ce  que  les  valeurs  de*' 
fonctions  y"  ,  y"  etc  ,  des  ordres  supérieurs  à  la 
proposée  ,   demeurent  indéterminées. 

Car  si  ces  valeurs  ne  devenoient  pas  indétermi- 
nées dans  le  cas  de  l'équation  primitive  singulière, on 
pourrait,  dans  ce  cas  même,employer  la  formule  géné- 
rale donnée  dans  la  leçon  XII  , 

o  o  o  x1  o  -S 

y  =j  +  y  *  +y  — -  +  y  _-  +  etc , 

o       o        • 

dans  laquelle        Y,y*y    etc,  sont  les  valeurs  qui 

0 

répondent  àx  =  o;  et  la  quantité  y  qui  est  la  cons- 
tante arbitraire  recevrait  alors  une  valeur  particu- 
lière ,  dépendante  de  cette  équation  ;  de  sorte  que 
la  vaLeur  de  y  en  x  au  lieu  d'être  une  valeur  singu- 

Leons  Tome  X.  Q,  q 
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lière  ne  serait  plus  qu'un  cas  particulier  de  la  valeur 
générale  ,  centre  l'hypothèse. 

Il  arrive  donc  ici,  ce  qui  a-  lieu  dans  les  formules 
générales  lorsqu'il  y  a  des  cas  qu'elles  ne  peuvent  pas 
représenter  ,  elles  donnent  alors  zéro  divisé  pas  zéro  ; 
c'est,  pour  ainsi  dire,  le  moyen  que  l'analise  emploie 
p*ur  échapper  aux  contradictions;  les  racines  imagi- 
naires n'indiquent  pas ,  à  proprement  parler,une  con- 
tradiction'mais  une  impossibilité. 

Cette  théorie  s'applique  également  aux  équations  des 
ordres  supérieurs  au  premier  ,  ce  fournit  des  conclu- 
sions semblables. 

» 
En  représentant  par 

F(  *,  j'i  y\a)  =  o 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  ,  d'une  équa- 
tion du  second  ordre,  nous -avons  vu  que  celle-ci 
peut  se  réduire  à  7 

et  que  sa  dérivée  sera  alors 

9'  F'(*)  =  o. 
Or  quelle  que  puûsc  être  la  forme  sous  laquellt 
une  équation  proposée   du   second  ordre  pourra  se 
présenter  ,  comme,  en  dernière  analise  ,  elle  doit  tou- 
jours être  le   résultat   de   ia  même  élimination  qui 

donne  l'équation  F'  (  x,y^y9  i  9  )  =  o  ,  il  s'ensuit 
qu'elle  ne  pourra  être  que  celle-ci  multipliée  par  une 


(  3i5  ) 

fonction  quelconque  du  même  ordre  ,  ou  <Tun  or- 
dre inférieur. 

Ainsi  si  l'équation  proposée  eit 

on  aura  nécessairement 

/(xj,yj")=MF(,j,y^), 
M  étant  une  fonction  de     x,  y  ,j>',  yn. 

De-là  en  prenant  les  fonctions  dérivées ,    et  met- 
tant F'  (  9  )  X    9        pour      F'  (or ,  y  ,  y  ,9  )  , 
on  aura ,  comme  plus  haut ,  l'équation 

/'(**.r,/o")='MF'(9)x/ 

M' 


M 


/(*i^i  /i/')« 


D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  l'on  pourra  satis- 
faire à  la  dérivée 

de  la  proposée  ,  indépendamment  de  la  valeur  de  la 
fonction  tierce  j" ' ,  au  moyen  des  deux  équations 
du  second  ordre 

F'  (f)  =  o        et     /(x,jr,y,y")  =  0 

dont  la  seconde  est  la  proposée  ,  et  qu'on  aura  Té* 
quation  primitive  singulière  de  celle-ci  ,  en  élimi- 
nant y\  des  mêmes  équations. 


(  3.6  ) 

Or  la  dérivée  de  la  proposée  étant  de  la  forme 
y"/'(.r")  +  /'(x^,/)  =  o, 

on  n'y  peut  satisfaire  indépendamment  de  la  valeur 
de  y"  que  par  Ici  deux  équations  séparées 

/'(/')  =  o     et      /'(«..y,/)=o. 

Il   faudra    donc    éliminer  y9  de  chacune   de  ces 
deux  équations  ,  au  moyen  de  la  proposée 

/(*,  JK,y  ,/)=o, 

ersi  les  dçiix  résultats  donnent  une  même  équation, 
$t  sera  l'équation  primitive  singulière  de  la  proposée. 

On   voit,  en  même  -ttms,  que  puisqu'on   a,    en 
généial , 

les  deux  équations, dont  il  s'agit,rendent  la  valeur  de 
y'"  égale  à    ;  de  sorte  que  Ton  peut  regarder  ta 

condition  de 

"'   —      ° 

comme  celle  qui  détermine  l'équation  primitive  sin- 
gulière de  la  proposée  du  second  ordre. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations 
d'un  ordre  quelconque  neme  ,  on  en  conclura  que 
pour  trouver  son  équation  primitive  singulière,  si  elle 
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n  a  une  «il  faudra  tirer  de  sa  dérivée  ,  la  valeur  de 

(»  +  o 


i  fonction  y 


de  Tordre  suivant,  et  la  faire 


o 
o 


en  égalant  séparément  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur à  zéro ,  et  éliminer  ensuite  de  ces  deux  équa- 

tioni  la  fonction  y     au  moyen  de  la  proposée. 

Si  ces  deux  éliminations  donnent  un  même  résul- 
Ut,  ce  sera  l'équation  cherchée. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  l'équation  du  second 
ordre 

ft  y1  v" 

X 

a  pour  dérivée  une  équation  résoluble  en  facteurs  , 
dont  l'un,  qui  n'est  que  du  second  ordre  ,  donne  sur 
le  champ, l  équation  primitive  singulière, par  l'élimina- 
tion dey".  Mais  si  la  même  équation  était  proposée 
sous  la  forme 

*/'«  —  ty'S'+xz=o 
sa  dérivée 

2  (*/'_/)  y" -y'* -<- 1=  o 

ne  présenterait  plus  de  facteur. 
Or  elle  donne 


y  = 


y"  - 1 


2  (  x  y 


f  3iS  1 

Expiant  à  zéro  séparément  le  numérateur  et  le  di 
nominatcur ,  on  a  ces  deux  équations 

y'2  -i=o,        et        x  y—y  =  o. 

La  première  donne  / 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  proposée  ,  elledeviei 
t   (jr±y)ï=o,         Savoir  j'2  —  jc2  =  c 

La  deuxième  donne 

y  =  — , 

x 
ce   qui   étant  substitué    daas  la  proposée  ,  elle  de 
vient 

y* 

— +  x  =  o       Savoir        y2  —  *  =  o. 

x 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  I 
proposée  ,  comme  nous  l'avous  déjà  trouvé. 

Considérons    encore    l'équation  du  second  oïdi 

,_xy  +  -*.L  y  -  (/  _ ,- y  )»  _y  -«. 


Prenons  les  fonctions  dérivées  pour  avoir  la  v 
leur  de  y"  ,  on  trouvera 

y  -  y  +  *  y  —  *y  +  —  y 


Jtt 


+  *  (/-xy')*y"-iyy."=o. 


(  5'9) 
^     fi 


Savoir 


*on  Ton  voit  que  y'"  deviendra en  égalant  a 

cro  le  facteur  par  lequel  il  est  mult:plié. 
On  aura  ainsi  cette  seule  condition 


«Toù  Ton  tire 


4  *  y  +  v2 


Cette    valeur  étant  substituée  dans  la  proposée  , 
donnera  l'équation  singulière 

.,,       *2      w  4  g/  +  s2 


(4y-*3)2+(4*y  +  *2)2 


16  (  i  +  ^j 

laquelle  se  réduit   tout  d«  suite  à  celle-ci 
«  x  +  x J     ,    f        *4  —  16  y* 

y  + 


=  o 


=  • 


y  ""  2  (1  +x2)  J       '  16(1  +  x2  ) 

L'équation  du  treizième  ordre 


(  32o  ) 
que  nous  veinons  de  trouver  paur  la  dérivée  de  la  pfo 
potée  du  second  ordre,donne  naturellement^'"  = 
d'où  Ton  tire   successivement  en    prenant  Jei  ionk 
tions  primitives 


et 


J  = 


**  +  as  +  r, 


tf,  b%  c,  étant  des  constantes  arbitraires,  relative- 
ment à  l'équation  y1''  =  o;  mais  comme  la  propose* 
n'est  que  du  second  ordre ,  elle  aura  une  constante 
arbitraire  de  moins  ,  et  en  y  substituant  les  valeurs 
précédentes  de   y  ,  y  ,  y"  elle  devient 


ce  qui  donne 


e  —  b2  —  a2  =  o  , 


c  =  a2  +  b2  ,    \ 


de  manière  que  l'équation  primitive  en  x  et  y  dcJ 
vient 


y  = 


+  b  x  +  a2  +b* 


comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Ainsi  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  de  la  dérivée 
de  l'équation  proposée  donnent  directement  ,  l'un 
l'équation    primitive    singulière    du  premier  ordre, 
l'autre,  l'équation  primitive  cnxctj*,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  ci-dessus,  dans  un  autre  exemple. 

Nous 


(3».  ) 

j  Nous  avons  vu  ,  au  commencement  de  cette  leçon  , 
l'équation  dérivée  d'une    équation     primitive 
?.(**  y  •  a)  =  °  p -ut-être  représentée  par  F  (x ,  y  ,  % ) 
Rb  ou  9  est  mis  pour  9  ( x  ,  .>' ,  jr'  ;  ,  cette   fonc- 
hnoo  étant  la  valeur  de  a  ,  tirée  de  l'équation  prime 
îf  («,  j-)  =  o;  et  nous  avons  vu   en   même  «eras 
rque  l'équation  primi-tive  singulière  rend  la  (onction 
^tf  yf)  nulle. 
r 
Supposons  que   l'équation  dérivée  proposée  voit 

I  'icdnjte  à  la  forme 

donc  si  dans  l'équation 

F  (x,  .r,  ?)  =0 

on  substitue  à  la  place  de  y  sa  valeur  — /  (x ,  j), 
elle  deviendra  nécessairement  identique  ;  par  consé- 
quent ses  deux  équations  dérivées  relatives  Tune  à  x 
et  l'autre  à  y  ,  auront  lieu  chacune  en  particulier. 

"On  aura  donc  ainsi  puisque  la  quantité^'  n'est  contr» 
nue  que  dans  la  fonction  ?,  ces  deux  équations  dans 
lesquelles  F'  (  x  )  ,  F'  (  y  )  et  F'  (  9  )  déno- 
tent comme  à  l'ordinaire  les  fonctions  dérivées  de 
F  (  x ,  y  ,    9  )  prises   relativement  à  x  ,  y ,  et  9 

F»-F'(9)X/C/)X/'  (*)  =  o 

F'(j)-F'(9)x/(r')X/t>)  =  o 

d'où  Ton  tire 

Leqâns  Tome  X.  R  r 
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/'(•)=  57 


F'  («ï 


7    w        F'(t)x»V) 

Oi  l'équation  primitive  singulière  rend 

F'  (f)  =  o  ; 

donc  elle  rendra  infinies  les  deux  fonctions 

/'(*)      et     f'tr). 

Ce  qui  fournit  un  critaire  fort  simple  pour  recon- 
naître si  une  valeur  qui  satisfait  sans  constante  arbi- 
traire à  une  équation  dérivée  donnée ,  est  une  valeur 
singulière  ou  simplement  un  cas  particulier  de  la 
valeur  générale. 

Cette  propriété  peut  servir  aussi  à  trouver  les  va- 
leurs singulières  dont  une  équation  dérivée  est  sus- 
ceptible ;  car  si  l'équation  qui  rend/''  (x)  et  /'  (jr) 
infinies  satisfait  en  même- te ms  à  la  proposée 

elle  en  sera  l'équation  primitive  singulière. 
L'équation  v 

qu'on  a  déjà  considérée  plus  haut,  donna 


/(*,y)  =  - 

l'oè  Von  tire 


(  3t4  ) 

i 

.T' 


T"  y'(*,-Hy1-t)X(l/(x'+y1-i)-y)% 

/(y)**—  |/(xJ_Hy'_/,)X(|/(x>H_y.__^_y)» 

■  Cet  deux  quantités  deviennent  infinies  pat  la  su» 
position  de 

l/(*'  +  y'-*)-y=° 

ainsi  que  par  celle  de 

•  (tf+y1  — *)=o, 

la  première  donne 

x2  —  b  =  o 

valeur  qui  «e  peut  satisfaire  à  la  proposée  qu'ea 
faisant  b  —  o.  La  seconde  donne 

-  x*  +  y»  _  b  =  o 

équation  qui  satisfait  à  la  proposée  et  qui  en  est  par 
conséquent  l'équation  primitive  singulière ,  comme 
on  Ta  déjà  vu  plus  haut. 

Appliquons  la  même  théorie  aux  équations   du 
iteond  ordre ,   on  a  vu  qu'elles  peuvent  être  ré- 
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présentées  par  F'  (  %  ,  y ,  y'  ,  f  )  =  o  en  supposant 
que  F(x  ,  %y,  y',  a)  =  o  soif  l'équation  primitive  du 
premier  ordre,  et  que  ?  ou  9  (  x  ,  y  ,  y')  soit  la  va- 
leur de  a  tirée  de  l'équation  prime  F'  (x,yty') 
œo. 

On  a  vu  en  même-tern*  que  l'équation  primitive  sin- 
gulière est  donnée  alors  par  l'équation  F'  (  f  ) 
=  o. 

Supposons  maintenant    que    l'équation   proposée 
soit  réduite  à  la  forme 

Donc  si   dans  1  équation 

Ff^^i/i  9)  =  ° 

on  substitue  pour  y"  sa  valeur  —  f  (  x  ,  y  <>y')  on 
on  aura  une  équation  identique,  dont  par  conséquent 
la  dérivée  aura  lieu  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables x  ,  y  ,  yf  en  particulier. 

Ainsi  comme  la  fonction  y"  n'est  contenue  que 
dans  la  fonction  9  ,  on  aura  ces  trois  équations 

f'(x)  -ï'(t)Xf  (y')x/'(x)  =0 

*'(y)-F'(,)  X»'(y*)Xf  (y)=o. 

F'(y,)-.F'(t)X»'(y'  )xy'(y')  =  oi 
d'où  l'on  tiic 


(  3t5  ) 
t  f  ,x)  _  *(*) 

3  [Y)~  F(f)xf'(yt 
f(y,=  Fr(fjx?'(y')  " 

L'équation-  primitive  singulière  ,  étant  donnée  par 

l'équation 

F'[>)=o, 

il  s'ensuit  qu'elle  rendra  infinie»  les  trois  fonctions 
dérivées 

/'  (x),/' (y),/' (y'),  etc. 
En  général  on  pourra  prouver  de  la  même  manière  , 

que  si  Ton  a  une  équation  de  Tordre  n     *,  réduite  i 
la  forme 

W  (n_i) 

y    +/(x^y^y'---  y  )  =  ° 

Son  équation  primitive  singulière  rendra  infinies 
les  fonctions  dérivée?/'  (x),/'  (y) ,  f  (y')  etc.  , 
jusqu'à  la  suivante,  inclusivement, 

f  (y         ) 

Pour  confirmer  a  posteriori ,  ce  que  nous  venons  de 
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démontrer ,  considérons  une  équation  du  premier 
ordre  ,  telle  que 

y'+/(*,y)  =  o 

à  laquelle  satisfasse  une  valeur  singulière  de  y  que 
nous  désignerons  parX  fonction  de  x. 

On  aura  donc  par  l'hypothèse 

X'  +/(x,X)  =o; 

et  pour  que  la  valeur  X  ne  soit  pas  comprise  parmi 
les  valeurs  de  y  données  par  l'équation  primitive  y 
il  faudra  qu'en  supposant  en  général 

y=X4-z, 

z  étant  une  nouvelle  variable,  la  valeur  de  z  tirée  de 
Féquation  primitive  ne  puisse  jamais  être  nulle. 

Substituons  donc  X  +  z    au  lieu  de  y  dans  l'é- 
quatioQ  proposée  ,  on  aura 

X'+z'+/(x,X  +  z)  =  o 

Développons  la  fonction 

/(x*X  +0 

suivant  les  puissances  de  x,  on  auta  généralement,  ea 
rapportant  les  fonctions  dérivées  à  la  seule  varia- 
ble X , 

/(x,X+z)=/(x,  X)  +  z/'(X) 

+  V/"(X)+ctc, 


(  3«7  ) 
lonc  y  faisant  cette  substitution,  on  aura ,  à  cause  de 

X»+/(x,X)>=o, 
i  équation 

*'+z/'(X)-t-i/"(X)  «fetc,  =o 

qui  servira  à  déterminer  :cnr 

Or  si  la  quantité  z  pouvait  devenir  nulle  ,  elle 
'pourrait  aussi  être  très  petite. 

Supposons -là  d'abord  très  petite  ,  et  cherchons-en 
la  valeur  par  approximation. 

Pour  cela  on  négligera  d'abord  vis-à-vis  du  terme 
qui  contient  z  ,  les  suivans  quicontiennentz*  ,  za  etc, 
comme  étant' beaucoup  plus  petits  ,  et  Ton  aura  poui 
la  première  approximation  ,  l'équation 

z'  +  z/'(X)  =  o, 

laquelle  étant  divisé  par  z  ,  a  pour  équation  primitive 

/.z+  X  =  k, 

en  prenant  X     pour    la    fontion    primitive   de/' 
(X  )  et  k  pour  une   consuut  e  arbitraire-,  de-là 
on  tire 

(k— X)       k  —  X      -X 

2  z=zc  =e       X  *     =«' 

en  faisant 

k. 


a  =  e 


Ayant  ainsi  la  première  valeur  approchée  de  *  < 


(  3t8  ) 

on  la  substituera  dans  les  termes  négligés  et  os 
pourra  trouver  une  seconde  valeur  plus  approchée  t 
et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  la  valeur  de  z  contiendra  la 
constante  arbitraire  a  ,  et  elle  deviendra  nulle  en 
faisant  a  =  o  ,  par  conséquent  elle  ne  sera  pas  une 
valeur  singulière ,  contre  l'hypothèse. 

On  doit  conclure  de-  là  que  pour  X  soit  une  va» 
leur  singulière ,  non  comprise  dans  la  valeur  généra-  ' 
le ,  il, faut  que  le  développement  de 

/(x,  X+z) 

contienne  d'autres  puissances  de  z  que  les  puissan- 
ces entières  et  positives. 

Supposons  donc    que    ce    développement  donne 
en  général 

f[x,X  +  z)=/(x,X)  +  P2»4-Q,  z«  +  etc, 

in,  n  cre  ,  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont 
en  augmentant  et  P,  Q^etc  ,  des  fonctions  de  x\  on 
aura  l'équation  en  z 

i'+Pzm+   Q/1  +etc,  =  o. 

On  aura  donc  aussi  pour  la  première  approximation 

z'  +  P  zm"+o, 

équation  qui  étant  divisée  par  zm  a    pour  équation 

primitive 


t' 


(3*gf) 


primitive 


i — m 


+  V=kf 


en  prenant  V  pour  la  Fonction  primitive  de  P  ,   et  fc 
pour  la  constante  arbitraire. 

Or  pour  que  X  «oit  une  valeur  singulière  de  j -,  il 
faut  que  la  valeur  2=0,  qui  y  répond  ,  ne  puisse 
pas  être  contenue  dans  cette  équation. 

Il  faut  donc  que  l'exposant  1— *:w  vie  z  soit  un  nom- 
bre positif;  car  s'il  était  négatif  2  ~  deviendrait  in- 
fini lorsque  z  ;=  o ,  et  répondrait  à  la  supposition 
de  k  infini. 

S'il  était  nul  on  aurait  le  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner ou  m  =  1  et  où  z  =  o  répond  aussi  à  k 
infini. 

Au  contraire  lorsque  1  —  m  est  posit'f ,  z  =  a 

donne  aussi  z  =  o   et  Inéquation  devient  alors 

V  =  k,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 

Donc  pour  que  X  puisse-être  une  valeur  tingu- 
lière  de  y  il  faut  que  le  développement  de 

/  (*,  X+  z) 
contienne  une  puissance  z    ou  m  <  1, 
Leçons  Tome  X»  S  s 


(  B3o  ) 
Or  en  considérant  la  fonction/  (  Jt  ,  j-  )  son  aère» 
Ioppement  lorsqu'on  y  mtty  4-  &  à  la  place  de  f 
est  en  général 

/(*^)-Ha/'r+etc, 

donc  "suivant  la  théorie  que  nous  avons  exposée 
dans  la  leçon  vm  pour  que  ce  développement  donnt 
dans  le  cas  de  y  =  X  une  puissance  de  z  moindre  que 
la  première  il  faudra  que  dans  Ce  cas  U  valeur  de 
f1  {y)  c4est-à-dire  de/' (  X)  devienne  infinie. 

Or  l'équation  proposée  donne 
et  prenant  les  fonctions  dérivées 

.>"  =  -/  w  -y  y  h)  =  -/(*)  +/vi 

X/(*,.r); 

donc 

/'(*)=/'  o)  x/(x,j-)-y. 

Par    conséquent,  on    aura,  lorsque  fy  =  X  f 
/(j)=    00  et         /'(»)=• 


comme  nous  l'avons  trouvé  par  la  nature  même  des 
équations  dérivées. 

Dans  l'exemple  ci-dessus  *  où 


f{x,y)=-i 


l^(**+.r9— *)  —  y 

la  valeur  lingulière  de  y  est 

1/  (  *  -  «2  )  ; 


(  35 1 
ainsi  X  =  {f  (*  —  *«), 

-et  substituant  y     (    b    —  x2    )    +    z 

à  la  place  de  j' ,  la  fonction  dont  il  s'agit ,  devient 

\     laquelle  étant  développée  suivant  les  puissances  de  * 
donne 

jr j/  2  z 

1/  (  6 _ ^*7~  jrzr&jj  ~ ctc  5 

où  Ton  voit  que  le  premier  terme  du  développement 
contient  la  puissance  j/  z  ,  dont  l'exposant est 

moindre  que  l'unité. 
\      D'ailleurs  nous  avons  déjà  vu  que  les  valeurs  de 

/' (y)      «     /'  (») 

deviennent  infinies  lorsque 

?j*  +  x9  —  b  =  o. 

L'analise  par  laquelle  nous  venons  de  prouver  que 
le  développement  de 

/(*, y  +  O 
doit  contenir  une  puissance  de  z  moindre  que  la 
première,  lorsqu'on  donne  à  y  une  valeur  singulière  ,. 
est  due  à  Euler  qui  a  donné  ainsi  le  premier  critaire 
général  pour  reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à 
une  équation  différentielle  est  ou  non  une  valeur 
singulière  non  comprise  dans  l'intégrale.  Voyez  le 
premier  volume  de  son  calcul  intégral ,  problême  7 1. 


i  S3t  ) 

Il  restait  à  déduire  déjà  ,  la  règle  que  dam  ce  eu 
la   valeur   de  f  (^devient  nécessairement  infinie  ; 
c'est  ce  que  Laplace  a  fait  depuis  dans  le  mémoire, 
déià  ci.é  sur  les  solutions  particulières  des  équations' 
différentielles,  imprimé  dans  le  recueil  de  Tacadémiç 
des  sciences  pour  Tannée   177?. 


1 
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l       LEÇON    DIX- SEPTIÈME. 

mquations  dérivées  qui  ont  des  équations  primitives   sin* 
[    filières  données.  Analyse  d'une  classe  d'équations  de 
l     tous  la  ordres  qui   ont    toujours  nécessairement   des 
équations  primitives  singulières. 

Si  les  équations  primitives  singulières   ont  moins 
d'étendue  que  les  équations  primitives  ,  proprement 
dites  ,  parce  qu'elles  ne  renferment  aucune  constante 
aibitraire,  on  peut  les  regarder,  sous  un  autre  point 
de  vue  \  comme  plus  générales  que  celle-ci  ,  parce 
qu'une  même   équation  primitive  singulière   peut  ré- 
pondre à  une  infime  d'équations  dérivées  ;  et  c'est 
on  probême  indéterminé  dé   trouver  une    équation 
dérivée   qui   ait  une    équation    primitive    singulière 
donnée.  Comme  ce  problême  est  curieux  et  qu'il  peut 
être  utile  dans  quelques   occasions,  nous  allons  en 
donner  ici  une  solution,  pour  servir  de  complément 
ï  notre    théorie    des    équations    primitives    singu- 
ières. 

Représentons  par 

F  (*,  y,  a,   b)  =  o 

me  équation  primitive  entre  x  ,  y  et  deux  cop- 
iâtes a  et  b  dont  Tune  soit  une  fonction  quelcon- 
uc  de  l'autre ,  ou  qui  dépendent  en  général  l'une 
le  l'autre  par  l'équation 

* (a ,  b)  =  b 


(  334  )       '• 

On  aura  l'équation  dérivée  qui  en  resuite,  en  élimi- 
nant ces  deux  coustantes  au  moyen  des  trois  éqoa- 
.  fions. 

Donc  si  on  tire  des  deux  premières  les  valeurs  de  ] 
a  et  b  en  fonctions  de   x  %  y  %  y\  et  qu'on  désigne 
ces  valeurs  par 

*(*..riy)        et       +"*i,r,/), 

on  aura  l'équation  dérivée  en  substituant  ces  font* 
tituant  a  la  place  de  a  et  b  dans  l'équation  de  con- 
dition 


Ainsi  en  mettant  simplement  f  et  +  pour  les  fonc- 
tions dont  il  s'agit ,  l'équation  dérivée  ,  sera 

Donc  réciproquement    toute   équation  dérivée  dt 
cette  forme  aura  pour  équation  primitive 

F(x  ,  y  ,  aA  i)  =  o, 

les  deux  constantes  a  et  b  étant  liées  par  l'équation 

et  Ton  aura  en  même  tems 

ç  Ui^/)=«,  h*  1^1  y)  =*• 


(335) 

Donc  toute  valeur  de  y  en   x  qui  satisfera  à  la 
même  équation 

<É>  (  9  i  +  )  =  o 

et  qui  ne  rendra  pas  les  fonctions  9  et  4  constantes  , 
m  pourra  pas  être  comprise  dans  l'équation  primitive 
çfoérale  ,  et  sera  par  conséquent  une  valeur  sin- 
gulière. 

Soit,y=;g  x  cette  valeur  singultère  ,  S  x  étant 
nie  fonction  donnée  de  «  ,  en  substituant  S  x  et 
2'*au  lieu  dty  et  y  dans  les  fonctions  9  et  ^  elles 
deviendront  de  simples  fonctions  de  x  ,  et  éliminant  x 
entr'elles  on  aura  une  équation  entre  9  et  +  qu'on 
prendra  pour  l'équation 

Ainsi  l'équation  y  =  %  m  satisfera  à  l'équation 

mail  ne  rendant  pas  les  fonctions  9  et  ^  constantes, elle 
ne  sera  pas  comprise  dans  l'équation  primitive  géné- 
rale ,  et  ne  sera  par  conséquent  qu'une  équation  pri- 
mitive singulière. 

La  solution  se  réduit  donc  à  ceci.  Soit^=  2  x 
la  valeur  singulière  donnée  de  y ,  en  fonction  de  x. 
Ayant  pris  une  éqnation  quelconque 

F(*  ,  y  <>  a  ,  b)  =  o 

en  x^y  t  et  deux,  constantes  a  et  b  ;  de  cette  équa- 
tion et  de  son  équation  dérivée  F'  (  x  ,  y  }  =  o  ,  on 


(  335) 

firera  les  valeurs  de  a  et  b  en  fonction  de  *%J%jfik 
on  substituera  dans  ces  valeurs  g  x  et  g  r  a?  à  la  place] 
de  y  et  j',  on  aura  deux  équations  qui  par  rélimiiu-i 
tion  de  x  en  donneront  une  en  a  et  b  ,  que  je  repré- 
sente par 

*  (  a,   J>  )  =  o. 

i 

Si  maintenant  on  substitue  dans  cette  équation  i 
la  place  de  a  et  b  leurs  premières  valeurs  en  fonc- 
tions de  x  *y  *y  y,  on  aura  l'équation  déiivée  dont 
y  =  g   x    *cra  l'équation  primitive  singulière  ;  et 

dont 

F  (x,y,  a,  b)=  o 

sera  l'équation  primitive  ordinaire  ,  les  constantes  a 
et  b  étant  Tune  fonction  de  l'autre  déterminée  pu 
Féquation    *  (  «  ,  b  )  =  o. 

Prenons  par  exemple  l'équation 

ja  —  ax*  —  fc=o, 
son  équation  prime  sera 

y  y1  —  a  x  =  o  ; 
et  Ton  tire  de  ces  deux  équations 


a  z=z 


J  y 


b=  j>a  —  x  y  y*. 


Supposons  maintenant  que  Ton  ait  l'équation  pri- 
mitive singulière 

y  —  Ai  —  B  — o, 

elle  donnt 

j  =A*H-B, 

donc 


donc 
et 


*=  A*  a*  +  «ABx+B» 
j  j'  =  A»  x  +   A  B; 


de  iorte*que,par  cet  substiiutions.lcs  valeurs  de  a  et  h 
deviendront 

A    B 

u  —  A»  +  —  ,fr=AB*  +  B'., 

d'où  Ton  tire, en  éliminant  x,  cette  équation  en  a  et  b 
(a  —  A*)(b—  B*)  —  A*i,m  =  o 


lavoir 


a  6  —  Ba  a  —  A*  b  =  o. 


Donc  substituant  ici  les  valeurs  générales  de 
«  ctb  en  jt  ,^- ,  jr' ,  on  aura  l'équation  du  premier 
ordre 

^  y    ,    »  , *       Pi    .r  v' 

— —   Cr1  — *.r.yf)  — b»   — 


-A*(^-^^y)  =  o 


dont 


y^-  A  .r  —  B  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 

Son  équation  prigaiive  sera 

3*  —  a  x*  —  b  —  o 

in  supposant  entre  a  et  b  l'équation  ci- dessus 

a5  —  B*«*p-AtA=o; 
LëÇênt.  Tome  X.  T  t 
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de  sorte  que  comme  cette  équation  donnjt 

b  = 
l'équation  primitive  sera 


j%  —  a  x%  — 


R 


a_AJ 

.  étant  la  constante  arbitraire. 


En  effet,  si  on  cherche  l'équation  primitive  singu- 
lière d'après  celle-ci ,  on  aura ,  en  prenant  les  fonc- 
tions dérivées  par  rapport  à  a 


-*»  + 

d'où  Ton  tire 

a  =  A2 


B»  A» 

(«-Aaja  ° 


B    A 


Substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation , 
on  aura 

y*  —  A*  x2  ^ABaj-B1  =o 

ce  qui  donne 

y  =  ±  A  x  ;fc  B 

où  les  sigoes  ambigus  sont  à  volonté. 

En  général  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  le  même 
résultat  $  (  a  ,  b  )  =  o,  eu  substituant  d'abord  dam 
l'équation  supposée 

F  (x,  jr,  »,i)  =o 


(  33g  ) 
h  valeur  donnée  y  =  g  x,  et  éliminant  ensuite  * 
par  le  moyen  de  son  équation  prime  relative  à  «• 
Or  si  l'équation 

4  (  a  ,  b  )  =  o       donne       *  =  *   a  t 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  à  la  place  de  b  ,  il  s'ea 
suivra  que  l'équation 

F(x,2S  *i  «  i  *  a  )  —  o 
aura  lieu  en  même  tems  que  son  équation  prime  rela- 
tive kx.  Mais  a  étant  alors  une  fonction  de  x  l'équa- 
tion prime  relative  à  x  et  a  doit  avoir  lieu  ;  donc  la 
partie  relative  à  a  aura  lieu  aussi  en  particulier  ;  ce 
qui  est  le  caractère  de  l'équation  primitive  singu- 
lière. 

Ainsi  ayant  pris  une  équation  primitive  quelcon- 
que en  x  ,  y  ,  a  et  b  ,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  y  au 
moyen  de  l'équation  primitive  singulière  donnée  , 
ensuite  éliminer  x  par  celle-ci  et  par  son  équation 
prime  relative  à  a?,  on  aura  sur  le  champ  une  équatiea 
en  a  et  b  ,  qui  sera  l'équation  de  condition 

ft  (  a  ,  ft)s=  o  , 
par  laquelle  il  faudra  déterminer  l'une  des  deux 
constantes  a  et  6  par  l'autre.  Ensuite  on  pourra,  d'a- 
pi es  la  même  équation  primitive  ,  chercher  si  Ton 
vent  l'équation  dérivée ,  par  l'élimination  de  la  cons- 
tante arbitraire. 

Ainsi  dans  l'exemple  précédent  en  substituant 
Aar  +B  pouvy  dans  l'équation 

y2  —  a  x1  —  b  ■=  d 


f  340) 

od  a 

(  A*~a)*»+  jABx  +  B'-ïso 
dont  l'équation  prime  est 

(  A*  —  «)*  +  AB  =  o  , 
celle-ci  donne 

_  A  B 

* Â'-^~i' 

et  cette  valeur  substituée  dans  la  première  donne  sur 
le  champ  l'équation  de  condition 

(A2—  *)(B2   —  *)  —  A2B2=o 
comme  plus  haut. 

En  prenant  d'autres  équations  en  x  ,  y  ,  <*  et  by  et 
opérant  de  la  même  manière  ,on  trouvera  autant  d'é- 
qu::iions  du  premier  oidre  qu'on  voudia  ,  donc  la 
même  équation 

y  — .  Ax-  B  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 

On  voit  aussi  que  la  même  équation  en  9  ,j%  a  et  5 
pourra  donner  telle  équation  primitive  singulière 
qu'on  voudra,  suivant  la  relation  qu'on  établira  entre 
Us   constantes  a  et  fr. 

Enfin"  on  voit  que  par  ce  problème  on  pettt  tou- 
jours trouver  la  relation  entre  deux  constantes  quel- 
conques a ,  b  d'une  équation  donnée  en  x  *j  ,  a  et  b  f 
pour  que  cette  équation  soit  l'équation  primitive  or- 
tiinaitc  et  compieue ,  répondant  à  une  équation  pri- 
mitive  singulière  donnée* 


<34i> 
On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  recher- 
che des  équations  du  second  ordre  ou  des  ordres 
•    supérieurs  dont  l'équation  primitive  singulière  sera 
donnée. 

I       Supposons  que   cette  équation  soit   du  premier 
l    ordre  et  représentée  par 

Ou  prendra  une  équation  quelconque  cn*,,y  et 
trois  constantes  aiburaires  a  yb  sc. 

On  tirera  de  cette  équation  et  de  ses  équations,  pri- 
me et  seconde,  les  valeurs  de  a  ,  b  ,  c  en  fonctions  de 
**  .T  o'  et/'- 

On  substituera  dans  ces  fonctions  les  valeurs  de  y\ 
et  y"  en  x  et  y  tirées  de  l'équation  primitive  donnée  > 
c'est-à-dire  —  /(  x  ,  y  )  à  la  place  de  y*  et 

i  la  place  de  y"  ;  Ton  aura  a  ,  b ,  e  exprimées  en 
fonctions  de  x  et  y  ,  ce  qui  donnera  trois  équations  , 
d'où  éliminant  x  ci  y  ,  il  résultera  une  équation  en 
m  ,  b  %  c  que  je  représenterai  par 

$  (  a  ,  b  ,   c  )  =  o. 

Cette  équation  en  y  substituant  les  premières  va- 
leurs de  a,  b%  c  ,  en  fonctions  de  x  %y,y  ^y"  sera 
l'équation  du  second  ordre,  dont  la  pioposée  /  +  / 
(  x  ,  y  )  =  o  sera  l'équation  primitive  singulière  ,  et 
l'équation  en  x  %  y  ,  ajeen  sera  l'équation  primi- 


(  3i* 
tive  en  x  et  .y,  en  supposant  entrées  trois  constantes 
a  ,  bi  c  la  relation  donnée  par  l'équatiou 

Q   (a,  b  ,  c  =  o. 
Si  l'équation   singulière   donnée  était   du    second 
ordre ,  on  prendrait  une  équation  en  x  ,  .y  et  quatre 
constantes  a ,  b ,  c  ,  etc ,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  l'équation  primitive  singulière  soit 
j r  =  A  y  ,  et  prenons  l'équation 

1         a 
.y  —     ~<  x*  +  b  x  —  c  =  o 

2 

d'où  Ton  tire  les  deux  dérivées ,  prime  et  seconde 

y'  —  ax — 3=o     et    .y"—  a  =  o; 
ces  trois  équations  donnent 

aa 

*=j"ib=y—ixy\c=f—xy+  —  ** 

8 

Mais  la  proposée  donne  1; 

donc  substituant  ces  valeurs  on  aura 

a=  A'jnfrBAj  (  x  _  A*),} 

A2 
c  =  :i  (   î  —  Ax     -f-   — —  x2  ). 

Eliminant  ^  et  j>-  on  trouve  l'équation 

fla  +  A*  (  b*  —  s  a  c)  =  o 

clins   laquelle  en  substituant  les    premières  valeurs 
de  a  ,  b  ,  c  il  vient  l'équation  du  second  ordre 

j'ii—  *  AV/'  +  AV1.  =° 
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dont  la  proposée^*—  Al  y  ,  sera  l'équation  primitive 
singulière   et  l'équation  supposée 


y '** 


b  x  —  c==  o 


sera  l'équation  primitive  en  x  et  j',  en  supposant  l'é- 
\  quation 

\   4c  sorte  que  comme  cette  équation  donne 

a*  +  A2  b* 


%  a 


en  aura 


y  — ^-h' 


a2  +  Aa  b2 


=  o 


t  sa 

* ,  et  h   étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Les  équations  de  la  forme  $  (a,i,  f  )  =  a 

que  nous  venons  de  considérer  ,  dans  les  quelles  let 
quantités  a ,  b  t  c  etc ,  sont  les  valeurs  en  x  ,  ^ ,  y '  etc  , 
des  constantes  a ,  £  ,  c  etc ,  tirées  d'une  équation  pri- 
mitive 

F  (  *,.r,  a  ,£,  c*  )  =  o 

et  de  ses  dérivées 

**(  x  ,  y  )  =  o  i  F"  (  «  i  y  )=  o  etc  , 

constituent  une  classe  remarquable  d'équations  déri- 
vées t  <lu.*  ont  toojours  une  équation  primitive  singu- 
lière ,  parce  que  la  dérivée  d'une  équation  de  cette 
classe  a  nécessairement  uu  facteur  du  meme  ordre  que 
ht  même  équation. 
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Pour  le  démontrer,  soit  d'abord 

F(x,jr,*,fc)=ro 

une  équation  quelconque  en  x  ^y  et  deux  constant» 
* ,  et  *. 

En  regardant  ces  constantes  comme  arbitraires,  l'é- 
quation dont  il  s  agit  sera  l'équation  primitive  d'une 
équation  du  second  ordre  en  rr,  y ,  y9  et  y'1  qui 
résultera  de  l'élimination  de  a  et  £  au  moyen  des 
deux  équations  dérivées 

et  cette  équation  pourra  toujours, comme  nous  l'avont 
vu ,  se  mettre  sous  la  forme 

■      /'  +  /(***,/)=  o. 

Maintenants!  on  commence  par  tirer, les  valent! 
de  a  et  h  des  deux  équations 

F  (x,y,  n,b)  =o       et       F' (  ar  f<y  ) -r  0  , 

et  que  ces  valeurs  soient  reprisentées  par  les  fonc- 
tion! 

il  est  clair  que  les  deux  équations 

fl  =  f  (*,j,./)     et     is^»,/,/) 

où  a  et  b  sont  des  constantes  arbitraires,  seront  les 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  M- 
quation  précédente 

par 
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par  conséquent  leurs  dérivées 

*'(*«J\  •>•')=  o     et     +'(a?,^iy)  =  0 

devront  coïncider  avec  cette  mcue  éqiution  eu  don» 
nant  U  même  valeur  dt  jr"  eu  x  ,  j-  et  j  '. 

Or      ,'(x,jr,y)=  9'(m,j)+f"t,[y) 

et.  ^' ( *,  x, y  ) «=  +» (*, , )  +y»  +'  <y  ) 

suivant  la  notation  abrégée  que  nous  avons  adoptée  ; 
donc  on  aura 

"  — .  __  *' ( x  ' -y  \   —  —   — (  x'  *) 

=  — /(  *..rt/)i 

expression  de  y.'  qui  seront  nécessairement  identi- 
que*. 

On  aura  donc 

»'(*.r)«=/(/)X/(±,  y, y1) 
+'(*.  j)  =>'(y)  X/( «•  o-, .>'),' 

par  conséquent  ,  en    substituant  ces  valeurs  djns  les 
expressions  précédentes  des  fonctions  dérivées 

c'est-à-dire  de  a'  et  V  ,  en  regardant  maintenant  4  et  £ 
comme  fonctions  de  tf,  y ,  y\  ou  aura 

•'  =  »'ry)x(y+/(*,y,yï) 
*'  =  +'cy)x  (y +/(*,.>,/)) 

irç oni  Tome  X.       '  V  v 
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Cela'posé  ,  soit 

<&  (  a  ,  b  )  =  o 

une  équation  du  premier  ordre  ,  ta  déiivce  sera 

a'  <>'  a  +  b'  *'  (  b  )  =  o 

et  en  substituant  les  valeurs  de  a' ,  b  ,  qu'on  vient  de 
trouver,  elle  détiendra 

(/(/)X*r  (•)  +  *'(/)  X  •'(')) 

!x  (y  +  /(*,*, /))  =  o. 

Cette  équation  a,  comme  Ton  voit ,  deux  facteurs , 

l'un,qui  n'est  que  (iu  piemîer  ordre  comme  l'équation 
proposée  ,  l'autre  qui  contient  yrt  et  qui  donne  pro- 
prement Téquaiion  dérivée  du  second  ordre. 

Celui-ci  donne  l'équation 

d'où  il  s'ensuit  a'  ==  o  ,  b'  =  o  par  les  formules  trou- 
vées plus  haut.  Dcsorte  que  les  fonctions  a  et  b  se- 
ront constantes. 

Prenant  donc  a  et  b  pour  des  constantes  arbitraires, 
on  aura  ces  deux  équations  primitives  du  premier 
ordre 

d'où  éliminant  la  fonction  dérivée  y  ,  on  aura  une 
équation  en  x  ^y  ,  aetfc,  qui  sera  l'équation  primi- 
tive de  la  proposée ,  et  qui  sera  évidemment  la 
même  que  l'équation 


(  347  ) 

d'où  Ton  avait  déduit  les  fonctions 

Mais  il  faudra  que  les  constantes  a  et  b  de  cette 
équation,  satisfassent  à  la  condition 

$  (  a ■  %   b  )  =  o 

donnée  par  l'équation  proposée  ;  ce  qui  les  réduira 
à  une  seule,qui  sera  par  conséquent  la  constante  arbi- 
flaire  de  l'équation  primitive  de  la  proposée. 

Le  facteur  du  premier  ordre 

.     *'(/)x*'(*ï  +  *'(y)x*'  b) 

donnera,  de  son  côté  ,  l'équation  en  x  ^y  et  y, 
f'(r')X*'(«)++'(.r')X*'(*)  =  ° 
en  supposant  qu'on  y  mette  pour  attb  leurs  valeurs 
*\*s  y  ,J''  )       et        +(*,^i  y); 

et  cette  équation  ,  d'après  la  théorie  exposée  dans 
la  leçon  précédente  ,  donnera  sur  le  champ  l'équa- 
tion primitive  singulière  de  la  même  équation  propo- 
sée ,  en  éliminant  jf  par  le  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ,  si  on  représente  par 

*(*.i.riy  )=<> 

la  fonction  donnée  $  (  a  ,  b  )  dans  laquelle 

*  =  *(*,*%*')•     ct     *s=4(,*iJriy  )  » 

ce  facteur  se  réduira  simplement  à  *'  (  j  '  ) ,  puisque 
les  expressions 
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ne  «ont  que  les  Fonctions  dérivées  de  a  et  b  ,  prîtes 
par  rapporta  y'  seule. 

Ainsi  on  aura  l'équation  primitive' singulière   dt 
la  proposée 

*  (  *  ,  ^  ,  /  )  ses  o  , 

dans  le  cas  où  elle  est  réductible  à  la  forme 

H>  (a,  i)=î  o  , 

en  éliminant  y1  de  cette  équation  au  moyen  de  sa 
dérivée  ¥#  [y')  =o,  prise  lélativement  à  y' seule. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations 
des  oulte*  supérieurs,  on  prouvera  que  si  l'on  a  une 
équation  du  second  ordre  ,  rej  résentee  pat 

*(K,.r,y,/')-° 

dont  le  premier  membre  puisse  être  une  fonction 
quelconque  tf>  (  a  »  b  ,  c  )  de  trois  fonctions  a,itf 
déterminées  par  une  équation  quelconque 

F  (^Ji»i*iO  =:  O 

entre  x  ,  y  ,  a  ,  fc S  c ,  et  par  ses  de*ix  équations  déri- 
rivées 

F'  (x,^}=  o,  F"  (*,  ^)=o, 

prises  en  regardant  a ,  b  ,  c  comme  constantes  ,  l'é- 
quation proposée  aura  nécessairement  une  équation 
primitive  5inguliére  du  premier  ordre  ,  résultante  de 
rélimination  de  y"  ,  au  moyen  de  son  équation  déri- 
vée j  '  (  y  "  )  =  o  ,  relative  à  j  ". 

Et  Ton  aura  1  équation  primitive  cfl  x  tiy  par  Té- 
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quation  même 


F  (*  ,  y,  a  ,  b<  c)  =  o 

en  prenant  les  constantes  a  ,  3,  r  de  manière  qu'el* 
Ut  satisfassent  à   l'équation  donnée 

*>  (  a  ,  £ ,  c  )  5=  o  ; 

1  de  sorte  qu'i!  en  refera  deux  d  arbitraires. 

Et  ainsi    pour    les   équations    des    ordres   supé* 
rieurs» 

Prenons   l'équztion 

a:2  —  a   a  y  —  a2  —  ^o 

sa  dérivée'  sera  x  —  a  y'  =  o  ;  de  ces  deux  équg, 
tions  on  tire 


=  _£_      fl=aîa_      2ir-r 


37--  — 


Si  maintenant  en  prend  pour  l'équation 
$  (  a%  b  <  )  =  o 

celle-ci  b=  à  une  constante  ,  on  aura  l'équation  d» 
premier  ordre 


xm  — 


*  x  y 


**  r  


où  b  est  une  constante  quelconque. 

Ainsi  on  aura  tout  de    suite  l'équation  primitive 
singulière ,  en  éliminant  y9  au  moyen  de  l'équation 
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diùxèz  ,  prîie  relativement  a  j  ,  laquelle  sera 


a  x    v 


2     X4 


7T-  +  —  -• 


d'où  Ton  tire  y   = ,  et  substituant  cettt  va- 

jr 

leur  de  y  ,  on  a 

a7   +  y  —   b  =  o. 

comme  on  Ta  déjà  trouvé  par  d'autres  voies* 
Prenons  encore  l'équation 

y    X2  —  0    X    —    C  =  O 

J  t 

en  aura  les  deux    dérivées, 

y  —    a  x  —  5  =  0 
y1  — a=o 
d'où  Ton  tire 

a  =  y' ,  b  =  y  —  -r  y ,  c  =  y  —  *  3%i 

+  v  '* 

Si  donc  on   fait 

d>  (  rt  ,  J  ,  c  )  =  c  —  h2  —  û*  • 

on  aura  l'équation  du  second  ordre 

,  _ x y  +  JL  y  -(y  -,/  >■  -y.'  =  o 

dont  l'équation  primitive  singulière  ,  téiulten  4e 
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réliminatîoà  de  y9'  au  moy^n  de  son  équation  pri- 
me ,  relative  à  y' ,  «avoir  , 


+  a.v(j   — xy  )  —  2j\    =o 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 
Lorsqu'on  connaît  l'équation  primitive 

avec  l'équation 

$   (  a  ,   b  • .  •   )  =0 

qui  donne  la  relation  entre  les  quantités  a ,  b ,  c  etc. 
on  peut  trouver  directement  l'équation  primitive 
singulière  ,  sans  connaître  les  valeurs  de  ces  quanti- 
tés en  fonctions  dex,  y  s  ^  r  etc  ;  car  ayant  réduit  le* 
quantités  a  ,  b  t  etc  ,  à  une  de  moins  par  lo  moyen 
de  Téquation  de  condition 

$  {  a,   b  . . .  )  =  o, 

il  n'y  aura  qu'à  appliquer  à  Téquation  primitive 

F'(i,1)',*,i,,..)=° 
la  méthode  générale,  exposée  dans  la  leçon  XV, 

Mais  la  difficulté  est  de  reconnaître  a  posteriori 
si  des  fonctions  données  dont  une  équation  propoaée 
est  composée  ,  dépendent  d'une  même  équation  pri- 
mitive,  de  manière  qu'elles  puissent  représenter  les 
valeurs  des  constautes  ,  tirées  de  cette  équation  et  de 
ses  dérivées. 
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Pour  la  résoudre,]1  observe  que  la  propriété  caracté- 
ristique de  ces  sortes  de  fonctions  ctt  qie  leurs  dé* 
rivées  ont  entr'elles  des  r.  ppoiu  cxpi  mes  par  de» 
fonctions  du  même  oidre  q«ic  !e*  1.  muions  dont  il 
s'agit;  en  effet  par  rapport  <r,,\  lo*;Cti;>riS  du  premier 
ordre,  nous  avons  déjà  vu  plus  haut  que  les  fonc- 
tions 

qui  représentent    les  valeur»  des  constantes  a,eti 
tirées  de  l'équation  générale 

F  {x,jr%  «,    b  )  =  o 

et  de  sa  dérivée 

Fr  [x%y)  =o  , 

sont  telles  que  leurs  dérivées 

*'(*00')    et    ;'ia-t.y,y) 

que  nous  avons  désignées  par  a   tt  \!  ont  la  forme 
suivante 

4'  (Wo')  =    *'(.V)    X   (j"+/(x,jr,.v"-) 
de  sorte  que  l'on  a  simplement 


/(/_) 

"*(.»') 


on  l'on  voit  que  les  fonctions  dont  il  sragit  ,  ont 
la  propriété  que  la  fonction  seconde  v''  disparaît 
du  rapport  de  leurs  dérivées  ?  ci  que  ce  rapport  e»t 

le 
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le   néaie  nu»  si  on  prenait  ces  dérivées  relative  ment 

r  à  la  viiiaMc  ,yr  seule. 
I 

Sou  ,  par  :x.:ur>le,  l'équation  à  li  li^ne  droite 

i  j   -f*  <£  #  +  ^  Œ  ° 

H  dérivée  sera  .>  '  +  '  ~=  o  ;  ain>i  on  aura 

<j  =  — -  y     et     b=xa\' — y 

on  aur.T  donc  ,  en  dén  xam  siinjjie.iwni  par  $  et  -^  ces 
expressions  de  a  et  b 

<P  =  — y  ,  1=  x  y  —  y\ 

prenant  les  fonctions  dérivée» ,  il  viendra 

f  =  —  y   i  *  =  -r  y   \ 


donc 


.1  / 

r 


=  —    — .     Si  on  ne  prenait  f    et  ^'î 


4'. 


I 

S 


que  relativement  h  y'  on  aurait 

f    =  —  i,y  =,r,     et 

comme  précédemment. 

S  >it  encore  l'équation 

j  •  +  x2  —  t  //  x  -+-  a2  —  b2  =  o 

qui  est  à  un  cercle  dont  le  rayon  =  *,  et  dont  le 
centre  est  dam  Taxe  des  abscisses  à  la  disunco  a  de 
leur  origine.. 

La  -larvée  sera  .r  t\  '  +**  —  a  =  o  d'où  l'an  t'.re 
•  ~  *  +  J  >   ~  f  ;  del:i  on  aura  par  les  »u'uîtiiuiiuiis 

Ltqom  Tome  X.  X  x. 
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Si  maintenant  on  prend  les  dérivées  de  t  et  +,  on 
aura 


y 


*  — * 


Si  on  ne  prenait  les  dérivées  f9  et  +'  que  relative- 


ment a  y  ,  on  aurait 


.r.r 


vu+y*) 


donc 


9L  -  ^  (*  +•?") 


4' 
comme  ci-dessus. 

On  pourrait  prouver ,  par  une  analise  semblable  v 
que  les  fonctions  de  x  ,  jr ,  y9  et  jrr \qui  expriment 
les  valeurs  des  quantités  a,b  ,  c  tirées  d'une  équa- 
tion 

F(ï,J,a,i,c)=o 

et  de  ses  deux  dérivées 

F'(*o)=o      \V'{x%y  )=o 

dans  lesquelles  ces  quantités  sont  traitées  comme 
constantes ,  ont  des  dérivées  dont  les  rapporta  sont 
independans  de  la  fonction  tierce^'",  et  qui  sont 
les  mêmes  que  si  on  ne  prenait  ces  dérivées  que  relati- 
vement à  la  ionctioa  seconde  j."  î  parce  qu'en  déri- 
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i    gnant  ces  fonctions  par 

9  (*,  j0-',y  ) ,  *(*,.>•, y, y>, 

les  ttoil  équations 

*  (*^i  y .  y  )=.«• 
+  (*•.?, y,y)=»? 

§  (*,.r,y  ,y  )=*, 

oèa,fr,  r  seraient  des  constantes  arbitraires,  se- 
ront les  ttois  primitives  d'une  même  équation  du 
troisième  ordre  ,  telle  que 

y"+/(*,.r,y,y')=o 

a  laquelle  les  dérivées  de  ces  équations  devront  par 
conséquent  satisfaire.  Et  ainsi  pour  les  fonctions  du 
mime  genre  dos  ordres  supérieurs. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  encore  d'une  manière 
plus  directe,  que  voici: 

En  dénotant  simplement  par  9  rt  ^  les  fonctions 

t(*o«.  y  )*  +  (*oiy  ) 

qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a  et  b  tirées 
de  l'équation 

F(c,j'i  *,*)=o 


et  de  sa  délivée 


F'(ifj)-» 
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il  est  clair  que  l'équation 

•era  identique  ;  que  par  conséquent  sa  dérivée 

f'(*o-)+  p'  Fr(f  )  +  v.fcf(*;  =  o 

aura  lieu  d'elle  -  même  ;  mais  on  a  déjà 

donc  on  aura  séparément  l'équation 

f'Vlp)  -f  +  *'(^)=.o 
laquelle  donne 


f' 
+'' 


F'  .'  4  ) 


F!  (  f) 
Or  comme  %]/   et  9  ne  contiennent  que  x  ,  j%  et  J*' 

9' 
il    est  visible  que    la    valeur   de  ,♦,  ne   lera  qu'une 

fonction    d  i  premur  ordre. 

Ainsi ,  dans  le  dernier  exemple  où 

F  (  x ,  r?a ,  b  )  =  y2  +  x2  —  s  a  x  -J-  a'  —  b* , 
fii  ou  change  a  eu  9  et  £  eu  ^  i>n  aura 

F  t  x ,  j ,  f  ,  ^/  )  —j *  +  *2  _  2  x  9  +  ç>*  .—  +\ 

donc 

*'(*>  =  t'*  -x),  F'(  +  )=  —  s* 

9 


donc     ~,     =     — 
^  x  - 

par  u..c  autre  voie. 


+ 


comme  nous  l'avons  trouvé 
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De  même  s;  9    ^l  sont  le;  fonctions  de  x*y  ,  jyr 
\\y'}  q»ii  expriment  les  valeur,  des  coûtantes  a  ,  b%  c 
urées  de  Fét-uation 

F(ar,  jr,  a  i  b%c  )=  o, 

Et  de  %t%  deux  dérivées 

F\*,jO  =  o       Frr(*0')=o, 

ta  substituant  ces  fonctions  à  la  place  de  a  ,  b  ,  r 
naausa  des  équations  identiques  dont  par  .conséquent 
les  dérivées  auront  lieu  aussi. 

On  aura  donc,  en  premier  iieu  , 

F  [ar,  v,  *,  ■$  .  3)  =  o  f 
et  par  conséquent  ,  sa  dérivée 

F  (*  ,  *)  +  9'  r  (f)  ++'¥'  (  +  )    +  5' F'  (§)  =  • 

nuit  on  a  déjà 

F'  (  *,j-  )  =  o 

donc  on  aura  l'équation 

,'  F' (*)  +  *' F'  (+)    +|'  F'(S-).  =  o. 

Ensuite  comme  l'équation 

F'    (070')=    ° 

contient  outre  les  quantités  x,  y  ,y'  lc$  trois  fonctions 
f   ^i   §  i  si  on  la  dénote  par 

/(*i  J'i/i  fi  ♦*>  ^)   =0i 

03  aura  aussi  l'équation  i  lcntique 
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et  par  conséquent  la  dérivée 

/  (  -TO-.  /)  +  f'j'    (f)  +  +'/'    (+î  +  §'/'(§/=«•  " 

nuis  on  a  déjà/'  (  x,  :>%.>'")  =  o  puisqu'il  est  visible  f 
qur:/  (  x,  .;.  j')  c^t  la  même  chose  que  F"  t  x  *j)\ 
donc  onauia  aussi  l'équation 

f'/'(tî  +  4V'(4)+|7'(5î  =  o. 

Si  on  combine  cette  équation  avec  la  précédente  % 
il  est  clair,  que  puisque  les  quantités  ç>' ,  +'  ,  §'  ny 
sont  qu'à  la  première  dimension,  et  en  multiplient 
tous  les  termes,  il  est  clair  ,  dis-je ,   qu'on  en  tiic- 

t  ■  » 

ra  les  valeurs  de      -,     et   de     ~-      en  fonctions 

des  quantités  r,  j',/^,   +      et         *  ;  de  lortc 
que  ces  fonctions  ne  passeront  pas  le  second  ordre. 

Et  ainsi   de   suite. 

Si  les  fonctions  9  et  +   exprimaient  les  valeurs  dei 
constantes  a  et  b   tirées   de  l'équation  du  premier 

ordre 

et  de  sa  dérivée 

F'  (  x  ,  y  ,  y  \  =  o  , 

ces  fonctions  seraient  alors   du  second  ordre  ,   et  on 
trouverait  pur  le  même  raisonnement  que  le  rapport 


7-      de  leurs  dérivées,  serait  exprimé  également  par 
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-    ,  ;     de  sorte  que  ce  rapport  serait  une  fonc- 

F  (?) 

ion  du  second  ordre  et  par  conséquent   du  même 

ttdre  que  les  fonctions  9  et  %|/. 

En  général  il  lésulte  de  l'analyse  précédente  que 
li  |.  t|>.  |  ,  etc,  sont  des  fonctions  d'un  ordic  quel- 
conque qui  expriment  les  valeurs  des  corn  tantes  a, 
h%  r,  etc.,  tirées  d'une  équation  en  op,  y\y\jr"  etc., 
»,  £,  c,  etc.;  et  de  ses  dérivées  successives;  les  dé- 
rivées de  ses  fonctions  auront  toujours  entr'elics  des 
rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles- 
mêmes. 


Il 


Je  dis  maintenant  que  si  des  fonctions  quelconques 
de  ar,  y%y\  .y"*  etc,  sont  telles  que  leurs  dérivées 
aient  entr  elles  des  rapports  du  même  ordre  que  les 
fonctions  elles-mêmes,  c'est-à-dire,  où  il  n'entre 
que  des  fonctions  dérivées  de  y  du  même  ordre;  ces 
fonctions  pourront  toujours  exprimer  les  valeurs 
d'autant  de  constances  tirées  d'une  équation  primi- 
tive et  de  ses  dérivées  successive*  ;  ei  il  sera  alors  fa* 
cile  de  retrouver  cette  équation  primitive  g'incratricq. 

Car  si  on  désigne  pat  f,  +',  5  ,  etc.,  les  fonctions 
dont  il  s'agit,  et  qne  M,  N  ,  etc ,  roient  les  valeurs 
des  rapports  des  dérivées  ^  ,  5 ,  etc  ;  a  <p\ 
ces  valeurs  étant ,  par  l'hypothèse  ,  des  fonctions  du 
même  ordre  que  les  fonctions  données  9,4  * ,  etc, 
on  aura  donc  les  équations 

+'  =  M  <p\  l'  =  N  9'  etc. 
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Supposons  f1  =  o,  oo  aura  donc  aussi 
%|/  =  o .  ^ '  =  °  »  donc  «p  =  a  ,  «vji  =  b  ;  ^ 
a,/>,cetc,  étant  des  constantes. 


=  *etc, 


Ces  équations  seront  donc  des  équations  primitives, 
différentes  de  la  me  ne  équation  f  =  o  »  puis- 
qu'elles ont  lieu  en  ir-2nt*  tcœi.  qjrlîc:  ;  y?r  con- 
séquent ,  en  t-iiff-iinnnt  de  c^s  u.csi£i  cquauûos, 
p  =  a  ,  >(/  =  b  %  *  ~  r ,  etc  .  les  ])[o>  h  mres  Iodc- 
tions  de;u-t:€s  de  la  vziublc  „1  -»  en  anra  une  éqw 
tîon  primitive  d'un  ordic  intérieur,  q;,i  c  entier- du  les 
constantes  a ,  £ ,  c ,  etc  ,  .1  qui  ^flH'é^Uàtiou  piimiti 
ve  ,  génératrice  de  la  fcime 


d'où  résultent  les  foncions  p,    -6    ^  «:tc  ;   en  les  pTC-  1 
nantpour  Ils  valeurs  dis  connanics  «,  /»,  c,  etc;   ' 
xces  de  ccitc  équation  et  de  ses  dérivées  successives 

Fr(*o-,y,/'..)=°  rF^^jro  VW==octe. 

Ainsi  ,fi  Ton  avait  entre  ces  fonctions  une  équation 
quelconque 

*  { 9  +  n  i-  •  •  )  =  °  » 

et  que  l'on  reconnût  que  îeurs  dérivée?  f\^\  5*  etc, 
ont  entiVlles  des  rapports  du  méane  oidre  que  ces 
fonctions,  on  aurait  tout  de  suite  les  équations  primi- 


tives 
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tîvcj  f>  =  a*  $  =  *i  |  =  c  etc,  et  de-là  l'equatioU 
primitive  principale 

dans  laquelle  les  constantes  a ,  £ ,  r ,  etc ,  seraient 
arbitraires  hors  une  qui  devrait  être  déterminée  pat 
l'équation  donnée,  laquelle  se  réduit  alors  à 

*(a,fc,  c  .  .  .)=  ° 

On  aurait  ensuite  l'équation  primitive    singulière 
par  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

Par    exemple  s'il  étoit  proposé  l'équation  du  pre- 
mier ordre 

tans  qu'on  sût  que  les  deux  quantités  qui  sont  soui 
la  fonction  ,  peuvent  exprimer  les  constantes  tirées 
d'une  équation  primitive  et  de  sa  dérivée  ,  on  exami- 
nerait d'abord  leurs  dérivées  qui  sont  i  -f-  y'2  •+-  y  y1!* 


et    *V(i  +y'2)  + 


t      tr 

y  y  y 


r'  +  i'J  ±  y  y'  y9' 

comme  celle-ci  se  réduit  à    * — !—•: — ~—-ïi-r-      on 
voit  d'abord  que  son  rapport  à  la  première  sera  expri- 


mé simplement  par 


n .    sansque  la  fonc* 
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tîon  seconde  y"  puisse  y  entrer.  On  est  donc  assuré 
par-là  que  les  deux  fonctions 

x+fS    et  .ri/fi-f-y2) 

peuvent  provenir  d'une  équation  primitive  qu'on 
trouvera  en  faisant  les  deux  équations 

et  éliminant^' ,  ce  qui  donne  celle-ci 

laquelle  coïncide  avec  celle  d'où  nom  avions 
déduit  les  expressions  de  a  et  b  dans  le  dernier 
exemple. 

Maintenant  l'équation  propesée  deviendra  sim- 
plement $  (a,i)  =  o  par  laquelle  on  déterminera 
b  en  a  ;  de  sorte  que  l'équation  précédente  ne  con- 
tiendra plus  que  la  constante  arbitraire  a ,  et  sera  alors 
la  primitive  complette  de  la  proposée. 

-  On  pourra  tirer  delà  1  la  primitive  singulière  en  éli- 
minant a  au  moyen  de  la  dérivée  prise  par  rapport  à 
a  seul ,  suivant  la  méthode  de  la  leçon  XV,  ou  bien 
il  n'y  aura  qu'à  éliminer  .y'  de  la  proposée  au  moyen 
de  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  y  seule ,  comme 
nous  Pavons  vu  plus  haut  relativement  aux  équa- 
tions de  ce  genre. 
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LEÇON    DIX.  HUITIÈME. 

Sur  differens  problêmes  relatifs  à  la  théorie  des  équations 
primitives  singulières. 

Fresque  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel ,  il 
l'est  présenté  aux  géomètres  des  problèmes ,  qui  dé- 
pendent de  cette  théorie  et  qu'ils  ont  résolu  par  des 
|  artifices  particuliers 

k  Leibnitz  dans  une  mémoire  intitulé  Nova  calculi 
differentialis  applicatio  et,  inséré  dans  les  actes  de 
Leipsic  de  1694  ,  (voyez  le  n°.  LXI  des  œuvres 
de  Jacques  Bernoulli  )  donne  la  manière  de  trouver 
la  courbe,  formée  par  l'intersection  continuelle  d'une 
infinité  de  courbes  renfermées  dans  une  même  équa- 
fion,en  faisant  varier  dans  cette  équation  le  paramètre 
qui  les  différen tierce  qui  donne  une  nouvelle  équation 
par  laquelle  on  aura  une  valeur  du  paramètre  en  fonc- 
tion des  co-ordounées,  laquelle  étant  substituée  dans 
cette  équation  ,  donne  tout  de  suite  une  équation 
finie  pour  la  courbe  cherchée. 

r  II  applique  ensuite  cette  méthode  à  une  question 
qu'on  regardait  alors  comme  très  -  difficile  ,  et  qui 
consiste  à  trouver  la  courbe  ,  dont  les  normales  ou 
perpendiculaires  ont  une  relation  donnée  avec  les 
parties  de  Taxe  ,  interceptées  entre  l'origine  des  abs- 
cisses et  les  normales. 
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Leibnrtz  considère  cette  courbe  comme  formée 
par  l'intersection  continuelle  d'une  infinité  de  cercles 
qui  ont  leurs  centres  sur  Taxe  ;  alors  les  rayons  des 
cercles  deviennent  les  normales  à  la  courbe,  et  U 
relation  donnée  par  le  problême  ,  entre  les. normales  '] 
et  les  parties  correspondantes  de  Taxe  ,  a  lieu  entre 
les  rayons  et  les  abscisses >  qui  répondent  aux  centres 
des  cercles. 

Nommant  x  ,  y  les  cordonnées  dn  cercle ,  a  l'abs* 
cisse  qui  répond  au  centre  ,   et  b  le  rayon  ,  onaur* 

.>■•  +  («_*)»=*» 
savoir 

y*  +  a:*  —  8  a  x  +  a2  —  b2  =  o. 

pour  l'équation  du  cercle. 

MaintcnamTéquation  proposée  entre  b  eta, donnera 
b  en  fonction  de  a  ;  il  ne  restera  ainsi  que. le  paramè* 
tre  a,  qu'on  déterminera  ,  comme  on  vient  de  le  dire; 
et  l'équation  en  x  et  y  deviendra  alors  celle  de  la 
courbe  formée  par  l'intersection  de  tous  les  cercles  , 
et  aura  par  conséquent  la  propriété  demandée. 

Supposant  avec  Leibnitz  que  l'équation  entre  <s  et  b 
4oit  celle  de  la  parabole  b%  =sk,  k  étant  unç 
constante  , l'équation  en  x  ,  y  et  a  ,  sera 

y%  +  x2  —  ta  x  +  a2  —  <xk==o. 

Faisant  varier  a  seul ,  suivant  la  notation  du  calcul 
différentiel  on    a  (-2a;-J-îa-^k)(/a=o. 
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t  ^«*    9   X 

JPoè  Ton  tîre    a  =    ;      substituant   cette 

9 

p  valeur  dans  l'équation  précédente  ,  on  a  après  les  ré* 

\    factions. 

5  k* 

;  y*  —  k  x  —      —     =^=  o 

4 

".    pour  ht  conrbe  cherchée  9  qu'on  voit  être  aussi  une 
parabole. 

On  peut  s'assurer  a  posteriori  que  cette  courbe  ré* 
tout  le  problême. 

En  effet  on  sait  que  y  était  l'ordonnée  qu'on  re- 
garde comme  fonction  de  l'abscisse    x  ,  la  fonction 
primé  y  exprime  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  sou- 
tangente,  lequel   est  le  même  que  celui  de  la  sous- 
normale  à  l'ordonnée,  de  sorte  que  y  y'  est  l'expres- 
sion de  la  sousnormale;  par  conséquent  y  tf  (  i-h  y1*) 
sera    celle    de    la  normale,  et  x  +j  y'  celle  de  la 
partie  de  Taxe  entre  l'origine  et  la  normale.  (  Voyez 
la  seconde   partie  de  la  Théorie  des  fondions  analiti- 
iws.) 

Or  l'équation,    qu'on  vient   de  trouver  ,    donne 

k* 
y*  =  kx  +      —      et  prenant  la  dérivée  zyy*  =  k  •, 
4 

donc  la  normale  sera 

et  la  partie  de  Taxe  sera  x  +•    —,  laquelle  étant 
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multipliée  par  k  ,  devient  comme  Ton  voit  égale  au 
cane  de  la  normale. 

Le  problème  e«t  donc  résolu  de  cette  manière  ;  ce- 
pendant on  doit  être  surpris  que  Leibnitfc  n'ait  pis 
remarqué  que  sa  solution  n'admet  point  de  constante 
arbitraire  dans  l'équation  de  la  courbe  ,  tandis  qu'il 
est  évident  que  le  problême  conduit  naturellement  i 
une  équation  différentielle  ,  dont  l'intégrale  ne  peut 
être  complette  que  par  l'introduction  d'une  constante 
arbitraire. 

En  effet ,  nommant  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond 
à  la  normale  ,  et  b  la  normale  ,  on  a,  comme  on  vient 
de  le  voir,  les  expressions 

donc  si  on  veut  que  è  =  Fa,on  aura  l'équation  dé-* 
rivée 

dont  il  faudra  chercher  l'équation  primitive» 

Suivant  la  notation  du  calcul  différentiel ,  on  au- 
rait à  intégrer  l'équation  différentielle 

Dans  l'exemple  proposé  on  a  b2  =  a  k,  par  con- 
séquent Fa=/  (<*k),  et  l'équation  dérivée  de- 
vient 


(âé7) 

Si  On  tire  de  dette  équation  la  valeur  de  y  y'  6û  A 

yy'  =    -    +     1/  (    il  +  k*-y»). 
»  4 

Du  bien 

k-*jry+*l/(—  +  k*_.y)=» 
|-  divisons  toute  l'équation  par 

'f.  1.2 

*V/(    il.     +k*-^) 

4 


en  aura 


k  —  «  .y  y 


-  +i 


,  1/  (  li!  +  k*_.y>) 

4 
équation  dont  la  primitive  esc  visiblement 


V  ( 


+  kjr  —  y*  )  +  x=h, 


k  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  devient ,  en  faisant  disparaître  la 
radical, 

k* 

4 
équation  au  cercle.  * 


Si  on  fait  h  =  a  —  —,  a  étant  la  constante  arbi- 

taire  ,  l'équation  [devient 

jr2  +  ac?  —  «  a  5  -4-  a2  —  a  k  =»  o. 
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Cette  équation ,  est  comme  Ton  voit,  la  même  que 
l'équation  au  cercle  ,  dont  Leibnitz  a  tiré  sa  solution 
par  la  variation  de  a  ;  ainsi  on  peut  dire  que  l'équa- 
tion au  cercle, dans  laquelle  a ,  abscisse  qui  répond  au 
centre ,  est  la  constante  arbitraire  et  dont  le  rayon 
est  yf  a  k ,  est  l'équation  primitive  qui  résout  lepro* 
blême  dans  toute  sa  généralité  ;  il  est  évident,  eu 
effet ,  que  tout  cercle,  dont  le  centre  sera  sur  Taie, 
et  dont  le  rayon  aura,  avec  la  distance  du  centre  à 
l'origine  des  abscisses,  la  relation  qu'on  suppose  entre 
la  normale  et  la  partie  de  Taxe  correspondante,  sa- 
tisfera à  la  question. 

L'équation  à  la  parabole  trouvée  par  Leibnitz  ne 
peut  donc  être  qu'une  équation  primitive  singulière; 
en  effet ,  en  prenant  dans  la  même  équation  au 
cercle,  les  fonctions  dérivées  relativement  à  la  cons- 
tante arbitraire  a  comme  on  Ta  enseigné  au  commen- 
cement de  la  leçon  XV,  on  a  l'équation 

— '2  5C  +  2  *  —  k=o 

k   "4""  2  T 

laquelle  donne  a  =   -I_ — ! ,  valeur  qui  étant 

substituée  dans  l'équation  au  cercle,  donne 

k1 

j*  —  k«2i  =o 

4 

comme  Leibnitz  Ta  trouvé  ;  d'où  l'on  doit  conclure 
que  la  solution  de  Leibnitz  n'est  donnée  que  par  l'é- 
quation primitive  singulière. 

On  a  vu  que  Leibnitz  avait  déduit  cette  solution 

de 
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ée  I»  Considération  de  la  courbe  formée  pat  l'intéf- 
sectîon  continuelle  de  tout  les\:ercles  que  Ton  aurait 
cd  faisant  varier  continuellement  ta  constance  a\  c'est 
en  effet  une  propriété  générale  des  équations  primi- 
tives singulières  d'appartenir  aux  courbes  formées  par 
l'intersection  continuelle  des  courbes  représentées 
par  l'équation  primitive  complet^  en  faisant  varier 
continuellement  la  constante  arbitraire  qui  differentie 
foute*  ce»  corurbés. 

Comme  cette  propriété  est  pour  ainsi  dire  la  carac- 
téristique de  cette  espèce  d'équations  primitives,  il 
est  intéressant  d'en  avoir  une  démonstration. 

Pour  cela ,  on  remarquera  que  la  courbe  formée  par 
l'intersection  continuelle  d'une  série  de  courbes  inli- 
nnnent  peu  différente*  l'une  de  l'autre,  n'est  auirs 
chose  que  la  courbe  qui  embrasserait  ou  toucherait 
toutes  Ce5  Courbes  ,  et  qui  aurait  par  conséquent,  dans 
chacun  de  ses  points ,  une  tangente  commune  avec 
une  de  ces  mêmes  courbes. 

Or  loît  F  i  x  ,  my\  a  )  =  o  l'équation  générale  des 
courbes  dont  il  s'jgit.  a  étant  le  paramètre  qui  est 
constant  dans  chacune  d'elles ,  mais  qui  varie  de  Tune 
à  l'autre  ;  comme  la  courbe  qui  doit  lei  embrasser  à 
un  {joint  commun  avec  chacune  de  ses  courbes,  elle 
aura  aussi  les  mêmes  coordonnées  x,  j,  et  la  même? 
équation  entre  ces  coordonnées,  mais  avec  cette  dif- 
férence que  le  paramètre  a  sera  variable  dans  l'équa- 
tion 

F  (ff,vV,  a  )  =  o 

Leçon*  Tome  X.  Zi 
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tant  qu'elle  appartiendra  à  la  courbe  qui  embrasse 
toutes  les  autres. 

De  plus ,  il  faudra  que  la  position  de  la  tangente 
soit  la  même  dans  la  courbe  ,  où  a  est  constant,  et 
dans  celle  où  a  est  variable. 

Or  on  sait  que  cette  position  ne  dépend  que  delà 

y 

fonction  primer',  puisque   — r~  est  l'expression  de 

3  ! 

h  soutangente  ;  donc  il  faudra  que  la  valeur  de >' 
tiiée  de  la  dérivée  de  l'équation 

F   (  x  ,  j,  a  )  =  o 

soit  la  même  ,  soit  qu'on  y  regarde  a  comme  exis- 
tante,  soit  qu'on  la  regarde  comme  une  variable  fonc- 
tion de  x\  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la 
partie  de  la  fonction  dérivée  relative  à  a  ne  soit  nulle. 

Cette  partie,  est  suivant  la  notation  adoptée, 
*' F'  (a);  donc  on  aura  l'équation  F'  (^)  =  o  laquelle 
servira  à  déterminer  «i,  en  x  et  y.  Or  cette  équation 
est,  comme  Ton  voit,  la  même  que  celle  qui  donne  l'é- 
quation piioiitivc  singulière,  lorsque 

r    (  *  i   y.  a)  =  o 

est  l'équation  primitive  ordinaire  ,  dans  laquelle  « 
i&t  la  constante  arbitraire  ,  comme  nous  l'avons  vu 
dans  la  leçon  citée. 

Donc  l'identité  de  l'éouation  primitive  singulière  , 
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et  de  l'équation  de  la  courbe  qui  embrasse  {mues 
celles  qui  sont  comprises  dans  l'équation  primitive 
ordinaire  ,  est  démontrée  ,  et  résulte  des  principes 
mêmes  de  la  chose. 

Cette  considération  géométrique  est  très  impor- 
tantes pour  la  théorie  des  équations  primitives  singu- 
lières; elle  sert  à  lier/entr'elles  les  courbes  représen- 
tées par  l'équation  primitive  ordinaire  ,  et  par  l'é- 
quation primitive  singulière  ,  comme  le  principe 
anali  tique  qui  sert  de  base  à  cette  théorie  ,  sert  à  lier 
entr'elles  ces  mêmes  équations ,  par  la  variation  de  la 
constante  arbitraire. 

Ainsi  le  problême  analitique  que  nous  avons  résolu, 
au  commencement  de  la  leçon  précédante,  se  réduit 
à  trouver  des  courbes  qui  ayant  un  paramètre  varia- 
ble «  puissent  former  par  leur  intersection  mutuelle 
une  courbe  donnée. 

On  peut  donc  présenter  ce  problème  ainsi  : 

Ayant  deux  courbes  dont  les  équations,  soient 
données,  et  dont  Tune  contienne  deux  constantes 
arbitraires,  trouver  la  relation  nécessaire  entre  ces 
deux  constantes,  pour  qu'en  faisant  varier  celle  qui 
demeure  arbitraire,  on  ait  une  infinité  de  courbes 
du  même  genre ,  qui  par  leur  intersection  conti- 
nuelle forment  toujours  l'autre  courbe  donnée. 

Pour  le  résoudre,  il  ny  aura  qu'à  chercher  par  les 
méthodes    exposées   dans  la  leçon  précédente  ,    la 
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pas  remarqué  que  ce  problème  appartient  esscn. 
tiellement  à  la  méthode  inverse  des  tangentes  ,  et 
que,  par  conséquent  Ja  solution  générale  dépend  d'une 
intégration  qui  doit  nécessairement  introduire  une 
constante  aibitraire  dans  l'équation  entre  x  et  y  ;  e* 
cela  est  même  d'autant  plus  étonnant  ,  qu'il  avai 
donné  auparavant,  dans  les  mêmes  leçons, les  expres- 
sions différentielles  de  la  normale  et  de  la  aous-nor- 
roale,  et  que  le  problême  ne  consiste  qu'à  établir,  entre 
ces  quantités  ,  une  relation  donnée. 

Ensuite  il  est  clair,  parce  que  nous  avons  vu  pins 
haut ,  que  la  solution  de  Bernoulli  dépend  d'une 
équation  intégrale  ou  primitive  singulière;  et  pour 
le  démontrer ,  par  sa  propre  analise  ,  il  suffit  de 
considérer  qu'on  aura  directement  l'équation  en  x  et 
y  en  substituant  la  valeur  de  b  en  a  donnée  4>ar  le 
problème  dans  les  deux  équations 

db  _ 

da  b 

et  éliminant  ensuite  a. 

Ainsi,  en  supposant  b  =  ^/  (  k  a  )   ces  deux  équa- 
tions deviennent 

i    f*  +  («  — a?)|  =  k- 


f 

k 
a 

= 

a  —  x 

y 

t/(k")    ' 

la  première 

donne               x 

k   _ 

a  — 

' x. 

d'où  Ton  tire 

(375) 
ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde ,  on  a 

savoir 


,T*-f-      4      =  k*  +     r 


^  =  k  ^   +    * 
4 
comme  on  Ta  trouvé. 

Or  je  remarque  que  l'équation  différentielle 
d  b  a  —  x 

A *=        "       ' 

a  a  u 

ou  bien  b  d  b  =  (a  —  x)d  a  ,  n'est  autre  chose  que 
la  différentielle  de  l'autre  équation 

y-  +  {a-xY  —  b- 

en  faisant  varier  seulement  a  et  b. 

Ainsi  comme  b  est  supposé  fonction  de~a  ,  la  solu- 
tion se  réduit  à  faire  varier  a  seul  dans  1  équation 

>2  -f  x%  —  s  a  x  +  u  *  —  h%  =  o 

et  à  éliminer  ensuite  ay  au  moyen  de  cette  nouvelle 
équation  ,  ce  qui  revient ,  comme  Ton  voit ,  au  pro- 
cédé de  Leibnitz  ,  puisque  l'équation  est  la  même 
que  son  équation  au  cercle  ;  on  voit  aussi  que  ce 
procédé  coincide  avec  celui  qui  donne  l'équation  pri- 
mitive singulière  de  l'équation  dérivée  où  dififéren- 
tielle,  dont  la  même  équation 

y2  +x2  —  %  ax  +  u%  —  62  =  o 
seroit  l'équation  primitive,  a  étant  la  constante  ar- 
bitraire- 
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On  aura  donc  cette  équation  dérivée ,  en  éliminant 
«  de  l'équation  primitive  par  le  moyen  de  sa  dérivée 

.y  J    +*  —  <*  =  o; 

ou  bien  en  déterminant  a  et  b,  par  le  moyen  de  ces 
deux    équations  ,  et  substituant   leurs   valeurs  dans 
celle  qui  renferme  la  relation  ,  entre  les  quantités  * 
et  b  ,  donnée  par  !es  conditions  du  problème. 
Or   ces  équations  donnent 

«~*+jy 

expressions  qu'on  voit  eue  les  mêmes  que  nous  avons 
trouvées  plus  haut  pour  la  normale  />,  et  pour  la  partie 
de  Taxe  a  qui  répond  à  cette  normale  ;  de  sorte  que  si 
la  relation  entre  ces  deux  quantités  est  représentée  en 
général  par 

4  (  a,  *)  =  o, 
l'équation  dérivée  qui  répond  à  la  primitive 

f  -)-x*  —  2  a  x  -f-  a*  —  b*  =o 
sera 

♦  (*  +j.>'Vj-(i  +y*))=ot 

C'estl'équation  générale  du  problème  de  Leibnitzet 
de  Bernoulli ,  dont,  ils  ont  trouvé  1  un  et  l'autre ,  par 
des  méthodes  différentes  ,  l'équation  primitive  sin- 
gulière, sans  se  douter  de  l'espèce  de  contradiction 
que  leurs  solutions  présentaient  avec  les  principes 
mêmes  du  calcul  différentiel. 

Avant 
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Avant  de  quitter  cette  analyse  ,  il  est  bon  de  mon- 
trer a  priori,  pourquoi  les  expressions  des  constantes 
a  et  b  tirées  de  l'équation  au  cercle 

•>'*  +  **  —  2  a  x  +  a2  —  b1  —  O  , 
et  de  sa  dérivée  y  y  •+-  x  —  a  =  °  *°nt  les  mêmei 
que  celles  qu'on  trouve  pour    la  normale  et  pour  la 
partie  correspondante  de  Taxe  dans  une  courbe  quel- 
conque rapportée  aux  co-ordonnées  x  ,  y. 

Si  Ton  conçoit  un  cercle  qui  touche  une  courbe 
dans  un  point,  il  est  clair  que  son  rayon  dans  ce 
point  deviendra  la  normale:)  la  couibc.  Or  l'équation 
dont  il  s'agit,  est  comme  nous  l'avons  déjà  vu  ,  celle 
d'un  cerele  dont  le  centre  est  dans  Taxe  et  répond  à 
l'abscisse  a  ,  et  dont  le  rayon  est  b  ;  et  pour  que  le 
cercle  touche  une  courbe  donnée  ,  il  faut  première- 
ment qu'il  ait  un  point  commun  avec  elle  ,  dans  le- 
quel par  conséquent  les  co-ordonnées  x  ,  y  seront 
les  mêmes  ;  il  faut  ensuite  que  la  valeur  de  y9  soit 
aussi  la  même  dans  le  cercle  et  dans  la  courbc,comrae 
nous  l'avons  démontré  rigoureusement  dans  la  secon- 
de partie  de  la  Théorie  des  fonctions  analitiques  ; 
ainsi  pour  que  b  devienne  la  normale  à  la  courbe  , 
et  que  a  soit  la  partie  de  Taxe  qui  y  répond  ,  il  fau- 
dra que  l'équation 

y*  +  (x— a)2—  J*  =  o, 

et  sa  dérivée  prise  en  regardant  a  et  b  comme  cons- 
tantes, y  y9  +  x  —  a  =  °  i  aient  lieu  en  même-tems , 
par  rapport  aux  coordonnées  ar ,  y  de  la  courbe; 
d'où  Ton  tire  pour  a  et  5,  les  valeurs  données  ci. 
dessus. 
Leçons.  Tome X.  Aaa 
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Les  solutions  de  Leibnît?  et  de  Jean  Bcrnouillî. of- 
frent les  premiers  exemples  des  équations  primiti- 
ves singulières*;  mais  Tailor  est  peut-être  le  premier 
qui  air  trouvé  directement  une  équation  primitive 
singulière  d'après  l'équation  dérivée. 

Dans  son  ouvrage  intitulé  mtlhodus  incrementorum  , 
qui  a  paru  en  1 7 1 5,  Tailor  étatat  parvenu  (p.  17  )  ,  pont 
la  solution  d'un  problême  à  l'équation  différentielle  , 
(  j'emploie  ici  pour  plus  de  commodité  la  notation 
différentielle  à  la  place  de  la  notation  fljxionnelle 
des  anglais  ,  ces  deux  notations  exprimant  la  même 
chose  dans  le  fond) 

S  y  .à  \2 

,=,.-„,   -2-    +(,+«.)-£. 

dans  laquelle^  est  fonction  de  :  ,  il  la  différentie ,  et 
il  obtient  l'équation  ,  on  d  z  est  constant 

à  y    v    d*J> 
d*    '     d: 
d'où  il  tire 


(_8z,+8(l+2J)if)^'  = 

v  d  *•     J       d  î 


d  y 

<iV  =  o>      °u     zy  —  (*+*2)     —r-     =  O. 

d  z 


Cette  dernière  équation  donne e    i-^L 

n  d  z  i+z* 

1 

ce  qui  réduit  l'équation  proposée  à 


^  lavoir  i  +  z2  =  .>*  ,  quœ  est,  dit  -  il,  slngularis  qu cé- 
dant solutio  probUmatis. 

En  faisant  d%  y  =  o  onaj^=a+^x,  donc 
— —     =  a  ety=  a  lorsque  2  =  0;  mais  dans  ce  cas 

a  Z 

la  proposée  donne 

i=a*  +  £a;     donc     à=|/(i  —  u- ) 
a  étant  la  constante  aibitraire. 

Il  est  évident ,  parce  que  nous  avons  démontre 
dans  les  dernières  leçons, que  la  solution,  que  Tailor 
nomme  singulière  ,  n'est  autre  chose  qu'une  équation 
primitive  singulière  de  l'équation  du  premier  ordre 

dontjv=  a  +  z  j/"(  1 —  a2)  est  l'équation  primitive 
complet  te  ;  car  la  dérivée  de  cette  équation  du  pre- 
mier ordre  ,  étant,  (  en  faisant  z'  =  1  )  * 

(_2zr+a(1+2»)y)y'=0 

le  facteur  du  premier  ordre  —  2  z  y  -\-  %  (  1  +  r2  )  y1 
donnera    l'équation  primitive    singulière    et    l'autre 
"  facteur  y*  donnera   l'équation    primitive  complette 
comme  nous  l'avons  montré  dans  la  leçon  XVI. 

On  peut  aussi  tirer  la  première  de  la  seconde  par 
les  principes  exposés  dans  la  leçon  XV  ;  car  l'équa- 
tion primitive  complette  éiant  j  =  a+  z  [f  (1  —  a2), 

z  a. 


ta  dérivée  relative  à  a  sera  o  =  1 


V  (  «-fl2) 
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éliminant  a  de  ces  deux   équations ,  on  a 

Long-tems  après,  en  1734,  Clairaut  en  résolvant  quel- 
ques problêmes  sur  des  courbes,  fut  conduit  à  uneéqua» 
tion  différentielle, dont  il  obtint  aussi  deux  intégrales 
différentes  par  le  moyen  de  la  différentiation.  Il  cuit 
parvenu  à  ces  deux  équations 

(x  —  u)n  u=y  —  *u,ct    d  y  zs  n   u  d  x  * 
n  u  et  *  u  étant  des  fonctions  données  d'une  variable 
u  qu'il  s'agissait  d'éliminer. 

L'élimination  étant  impossible  en  général,  il  eut 
Tidée  heureuse  de  diffé rentier  la  première  «  et  d'y 
substituer  la  valeur  de  d  y  tirée  de  la  seconde  ;  ce 
qui  donne  cette  équation 

(ïlu  —  nll'u  —  $'  u)  d  u  =  o  ; 

d'où  Ton  tire  deux  valeurs  de  u  >  Tune  donnée  par 
l'équation  f 

Ou  —  un'  u  —  *'  m  =  o 

l'autre  par  l'équation  d  u  =  o  d'où  Ton  tire  u  =  a  , 
a  étant  uue  constante  aibitraire. 

Ces  deux  valeurs  de  u  étant  substituées  dans  la  pre- 
mière équation 

(  x  — -  u  )  II  7  =  y  —  G  u 

donneront  deux  intégrales  en  x  tiy  y  Tune  sans  cons- 
tante arbitraire, l'autre  avec  J  a  constante  arbitraire  a  et 
qui  sera 

(x  —  a)Tl  a  =  y  —  H, 


(  s8i  r 

laquelle  ne  donne,  comme  Ton  voit,  que  des  lignes 
droites. 

Cîairaut  examine  eosuite  quelques  cas  particu- 
liers du  même  problême  ,  où  il  fait  voir  comment 
le  calcul  intégral ,  ne  donne  jamais  que  les  lignes 
droites  exprimées  par  l'équation  générale 

x  EL   a  —  aïl  az=zy  —  $  a  , 

et  comment  les  équations  trouvées   par  la  première 
méthode  échappent  à  l'intégration. 

a  J'ai  été  bien  aise  ,  dit-il ,  de  montrer  cette  sin- 
gularité de  calcul,  qui  s'est  présentée  d'elle-même; 
on  pourrait  l'énoncer  indépendamment  du  pro- 
blême présent ,  de  cette  manière  : 

it  II  y  a  des  équations  différentielles  capables  d'a- 
voir deux  soutier  s  différentes  Tune  de  l'autre  , 
dont  Tune  (  et  même  dans  ce  cas  ci  la  plus  géné- 
rale )  ,  n'a  pas  besoin  du  calcul  intégral;  telles  sont 
ii  les  équations 

x  dy  d  x  — .  dy2  ;=  y  d  x2  —  i  y  d  x 
à  laquelle 

4yz=x2  +  so:  +  i,et2a  a?—  2  #=-—  4J^+  *  — <** 

1»  satisfont  également;  et 

a  dj>*  +  xdy* —  y  d  y  d  x  =  x  dxdy  --y  d  xz 

qui  donne  pour  solutions 

— —    —  l/  j-  =  l/  4  a  ,  et  b2  y  —  2  b  x  +  2  b  jr 
=  —  4  a. 


(  f  3S2  1 

<f  4   (  *  ,  v  ) 
En  général         -      t       — "■  -  =  i    une    fonction 

*   (  *  i  y  ) 

quelconque  de  x ,  y ,  d  x  ,  4  jr  serait  de  cette 
nature  ;  intégrée  ,  elle  donnerait  une  équation  ,  et  sans 
aucune  intégration  ,  $  (#,  y)  =  o  serait  l'autre.  » 

Voyez  les   mémoires  de  I  Académie  des  Sciences 
pour  1734;  pag. 2i3. 

En  rapprochant  ces  différentes  solutions  de  notre 
Théorie  ,  il  est  évident  que  celles  qui  ne  renfer- 
ment point  de  constante  arbitraire,  ne  sont  que  des 
équations  primitives  singulières  ,  et  que  les  autres 
qui  contiennent  une  constante  arbitraire  sont  les 
équations  primitives  complettes  ;  mais  Clairaut  a 
tort  de  régarder  ces  dernières  comme  moins  géné- 
rales ,  parce  qu'elles  ne  représentent  que  des  ligne5 
droiîcs. 

A  l'égard  de  l'équation  différentielle 

d.  (  <E  x  .  y  )  dy 

4   (  x,  y  )  v  d  x 

on  ne  peut  pas  dire  en  général  avec  Clairaut  que 
l'équation  finie  $  faiy  )  =  o,  est  de  la  même  nature 
que  les  intégrales  qu'il  avait  trouvées  auparavant 
sans  constante  arbitraire  ;  car  cette  intégrale  peut 
être  un:  équation  primitive  singulière ,  ou  simplement 
un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  complétiez 

Car  si  on  fait  pour  abréger  $  (  x ,  y  )  ==  2 *  et  qu'on 
suppose  qu'ayant  tiré  de  cette  équation  la  valeur 
àcy  en  z ,  on  la  substitue  dans   la  fonction 

dy 
*   (x  *  y  '    T. —  '  '     on  aura  une  équation  en  *ctf 

u  X 
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de  la   forme    — -=/(^Zï   — — )     dx   ou  bîcn 

z  *  d  x 

,'=ïx/(*,  x,*') 
Four  que  z  =  o  soit  une  équation  primitive  sin- 
gulière, il  faudra  que  2=0  donne  2"   =  —  comme 

nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  XVI;  or  en  pre- 
nant la  dérivée  do  l'équation  précédente,  on  verra 
que  cette  condition  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque 
1=0  donnera  %f  (  z9  )  =  1.  Dans  les  autres  cas  l'é- 
quation z  =  o  ne  pourra  donc  être  qu'un  cas  parti- 
culier de  l'équation  primitive  complette. 

En  effet,  en  regardant  d'abord  z  comme  très-petite 
et  négligeant  z  dans  la  fonction /(or ,  z,  z  )  on  aura 

simplement  zr  =  z/(  x  ) ,  d'où  l'on  tire  —  ==/(*) 

et  prenant  les  fonctions  primitives  l  2  =  ft  (  x  )+■  k , 
k  étant  une  constante  arbitraire. 

Je  dénote  par/,  avec  un  trait  placé  au  bas  de  la 
caractérisque  /  la  fonction  primitive  dénotée  par  la 
•impie  caractéristique/;  on  pourra  de  même  dénoter 
dans  l'occasion  par  r  la  fonction  primitive  de  y% 
par  .?,, la  fonction  primitive  àty  ,  c'est-  à  -  dire  la 
fonction  primitive  seconde  de  y ,  et  ainsi  des  autres. 
Cette  notation  que  j'avais  déjà  proposée  dan* 
l'ouvrage  sur  la  résolution  des    équations  numérique 
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mr  paraît  aussi  propre  pour  désigner  les  fonctions 
primitives  que  la  notation  ordinaire  Test  pour  Ici 
fonctions  dérivées. 

Maintenant  il  est  clair  que  dans  l'équation 

on  aura  z  =  o  en  faisant  la  constante  k  infinie, 
puisque  /  o  =  —  co.  Ainsi  2=0  sera  alors  un  cal 
particulier    de    l'équation    primitive  complette. 

Eulcr  avoit  aussi  t:Ouvé  dans  sa  Mccaniqu  effé- 
rens  e\  mplcs  de  cette  duplicité  d'intégrales;  il 
avait  même  donné  des  règles  pour  les  découvrir 
dans  quelques  cas,  comme  on  le  voit  dans  les  ar- 
ticle* 268,  3o3,  335  du  second  tome  de  la  Méca- 
nique; mais  ce  n'est  que  plusieurs  années  aprfc 
qu'il  s'est  occupé  ex  prof  es  s  0  de  cette  partie  du  calcul 
intentai  dans  un  mémoire  intitule  Exposition  de  quel- 
ques *  amdoxes  du  calcul  intégral ,  et  imprimé  dans  le 
recueil  de  l'Académietie  Berlin  pour   17 56. 

Dans  ce  mémoire,  Euler  se  propose  differens  pro- 
blêmes relatifs  aux  tangentes,  qui  conduisent  na- 
turellement à  des  équations  différentielles  ,  et  il  re- 
marque qu'ils  ont  chacun  deux  solutions  ,  dont  l'une 
résulte  de  l'intégration  et  admet  par  conséquent  une 
constante  arbitraire  ,  et  dont  l'autre  est  indépendante 
de  l'intégration ,  et  peut  se  trouver  même  par  la 
différentiation  de  L'équation. 

Voici  un  de  ces  problèmes.  On  demande  une 

courbe 
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courbe  telle  que  tirant  de  deux  points  donnés  des 
perpendiculaires  sur  une  quelconque  de  ses  tangen- 
tes ,  le  produit  de  ces  perpendiculaires  soit  une 
quantité  constante 

Faisons  passer  Taxe  des  abscisses  par  les  deux 
points  donnés  ,  et  soient  p  et  q  les  deux  abscisses  qui 
répondent  à  ces  points  ,  et  /  la  soutangente  à  un 
point  quelconque  ,  c'est  à  dire  la  partie  de  Taxe 
comprise  entre  la  tangente  et  l'ordonnée  j\  on  aura 
/  —  a:  pour  la  partie  compiise  entre  la  tangente  ec 
l'origine  des  abscisses  ;  donc  *  —  x+/>et/— *:  +  </ 

seront  les  parties  de  Taxe  comprises  entre   les  deux 

points  donnés  et  la  tangente. 

Ayant  abaissé  de  ces  points  des  perpendicu- 
laires sur  la  tangente  ,  on  formera  par-  là  deux  trian- 
gles rectangles  semblables  au  triangle  rectangle  , 
formé  parla  tangente,  l'ordonnée  y  et  la  soutangente 
t  ;  il  est  visible  que  dans  ces  triangles  les  lignes 
f  _  *  +  p ,  r  —  *  +  q  répondront  à  la  tangente  même 
qui  est  y"  (  y1  -f-  /*  )  ,  et  que  les  perpendiculaires 
dont  il  s'agit  répondront  à  l'ordonnée  y  ;  de  sone 
qu'on  aura  pour  ces  perpendiculaires  ,  les  vaK  urs 

par  conséquent  l'équation  du  problême  fera 

(/  —  x  +  p)(t—  x+g)j*     _fc 
y'  +  r 

k  étant  une  constante  donnée 

Leçons  Tome  X.  B  b  b 
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Or  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  soutangente  étant 

exprimé  parla  fonction  prime  y'  ©n  a—  =  y'   par 


conséquent  t  =  -7  ;    cette    valeur    étant   substituée    ; 

y 

dans  l'équation  précédente ,  elle  se  réduit  à 

(y  —S*  +  P  y)  (.r— /*  +  **')_  . 

équation  du  premier  ordre. 

Cette  équation  étant  mise  sous  la  forme  différen- 
tielle et  multipliée  paT  dx2  +  d y7  devient 

(^dx  —  xdy  +  p  dy)(y  d  x  —  mdy  +  qdy) 

—  k(J  r*+dj*  }=o 

c'est  l'équation  donnée  par  les   conditions  du  pro- 
blême. 

Euler  remarque  qu'il  ferait  très-difficile  d'intégrer 
cette  équation  directement  ;  mais  qu'on  y  peut  par- 
venir facilement  en  la  différentiant. 

On  a  ainsi ,  en  prenant  d  x  pour  constant 
(^rfaf  —  x  dy  \  qd y)  (p  —  x)  d1  y 

+  (yd  x—x  dy  +pdy)    (  q  —  x  )  d9 jr 
—  ikdyd*y  =  o 
équation  toute  divisible  par  d2  y. 

Eu  la  divisant  d'abord  par  d-  y  on  a  celle-ci 
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{ydx  —  sdy-\-qdy)  (p  —  x) 

+  (y  dx  —  xdy  +  pdy)  (q—x) 

—  £  Ikd  y  =  o 

n'est  que  du  premier  ordre ,  comme  la  pro- 
5  ,  et  qui  étant  combinée  avec  elle  ,  donnera 
élimination  de  d  y  une  équation  finie  en  x  ex  y, 
effet  cette  dernière  équation  étant  multipliée 
f  y  et  retranchée  de  la  première  multipliée  par  « 
ira  celle,  ci 

t*7  +ydydx(p  +  q  —  f  x)  —  «  kdx2=o 
Ton  tire 

ày  =         t(fc  —  .r') 
d*        y  (P  +  q  —  «  x) 

la  même  équation  donne 

d  .T    _      jk  (p  +  ^  —  t  m) 
[dx  *(fc  —  (/>— *J  (f  — •) 

:,  comparant  ces  deux  valeurs  et  multipliant  en 
: ,  on  aura 

.T*   (  />  -f-  q  —  «   x  )• 

=  4(k-.ra)<t  -  (P  -*)(?-*)) 

elle  le  réduit  à 

-*)*  +  4k)  •>'   +4k(i-«)   (*-*> 

plut    simplement  encore ,  '  à 


y 


(  588; 


2 


=k, 


équation  à  une  ellipse^ont  le  carré  du  petit  axe  est  k, 
et  le  carre  du  grûiiJ  axe  est  k+  Ç )%  ^c  l0ltc 

p  -7 

que  '—  sera  la  distance  du  centre  aux  foyers-, 

et  comme  le  centre  de   l'ellipse  répond  à  l'abscisse 

il  s'ensuit  que  les  deux  foyers  répondent  aux 

abscisses/;  et  f ,  et  sont  par  conséquent  dam  les  deux 
points  donnés. 

En  effet  on  sait  par  la  théorie  des  sections  coniques 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  de  cha- 
cun des  foyers  sur  une  tangente  quelconque  est  cons- 
tant ,  ci  égal  au  carré  du  petit  axe 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  ne  renferme 
point  de  constante  arbitraire  puisqu'elle  provient  de 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  par 

wv    ■  i        d  ■>" 

I  élimination  de     ;  mais  on  aura  une  autre  equa- 

tion  avec  une  constante  arbitraire  par  le  moyen  de 
l'autre  facteur  </2.y.  lequel  donne  l'équation  du  se- 
cond ordre  a-  -y=  o,  d'où  Ton  tire  dy  =  a  d  *,  , 
u  clh:  ui:c  constante  arbitraire  ;  cette  équation  éiani 
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combinée  de  nouveau  avec  la  proposée  ,   on  aura 
celle-ci 

(y  —  ax  +  ap)(y  —  ax+aq)=zk(i+a*)i 
d'où  Ton  tire 

s~  *  *  +    * — 

équation  à  deux  lignes  droites 

Il  est  visible  ,  en  effet ,  que  la  ligne  droite  satisfait 
aussi  au  même  problème  ,  pourvu  qu'elle  soit  p'ac-c 
de  manière  que  le  produit  des  deux  perpendiculaires 
menées  des  deux  points  donnés  sur  cette  ligne  ,  soit 
égal  à  k. 

Or  nous  avons  trouvé  ces  expressions  générales 
des  perpendiculaires  ,  en  substituant  pour  /  sa  va- 
leur -V    ou  bien suivant  la  notation  du  calcul 

J  d  y 

différentiel, 

y  —  0  dy  +  p  d  y  y  —xdy  +  g  d  y 

!/(*#»  -M .r*'       "     \f{dx*  +dj%) 

Soit  y  =  a  x  -f.  b  en  général  l'équation  à  la 
ligne  droite  ,  on  aura  d  y  =  a  d  x  ;  substituant  ces 
valeurs,  les   deux  perpendiculaires  deviendront 

b  +  a  P  b  -f-  a  q 

V  (>  +  «')  et    FTT+^V 
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et  l'on  aura  l'équation 

{b  +  ap){b  +  a5)  =  k(i+«») 
d'où  l'on  tire 

h  =  _  a  (i±l)  ±  |/(k(«+.0  +•'£=*  ''  ) 

ce  qui  donne  les  mêmes  lignes  droites  que  nous  ve- 
nons de  trouver. 

Telle  est  finalise  d'Euler  que  j'ai  rapportée  en  en- 
tier ,  et  même  avec  un  peu  plus  de  détail  pour  ser- 
vir d'exemple  dans  une  matière  ,  qui  est  encore  pev 
traitée  dans  les  ouvrages  élémentaires 

On  voit  que  ce  problême  admet  réellement  deux 
solutions  très  différentes  ,  puisque  Tune  donne  des 
lignes  droites  et  l'autre  donne  une  ellipse. 

Euler  n'a  pas  cherché  à  rapprocher  ces  deux  solu- 
tions étales  faire  dépendre  Tune  de  l'autre  ;  il  s'est 
contenté  de  donner  cette  duplicité  de  solutions 
comme  un  paradoxe  de  calcul  intégral ,  par  la  rai- 
son que  l'équation  qui  contient  une  constante  arbi- 
traire ,  et  qu'on  doit  par  conséquent  regarder  com- 
me l'intégrale  complette  ,  ne  renferme  cependant 
pas  l'autre  équation  finie,  qui  satisfait  également  a 
l'équation  différentielle,  ce  qui  paraît  en  effet  con- 
traire aux  principes  du   calcul  différentiel. 

Euler  regarde  aussi  comme   un   paradoxe  que  la 
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îiSéremiation  puisse  suppléer  à  l'intégration,  ce  qui 
ne  doit  s  entendre  cependant  que  de  l'intégrale  sans 
constante  arbitraire,  qui  résulte  immédiatement  de  la 
différentielle  de  l'équation  proposée  ,  combinée  avec 
cette  même  équation  ;  car  pour  l'autre  intégrale  qui 
dépend  d'une  intégration  subséquente  ,  elle  est  con- 
forme aux  principes  généraux  du  calcul. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  donnée  sur  les 
équations  primitives  singulières,  on  voit  clairement 
que  cet  paradoxes  d'Euler  ne  sont  que  des  résultats 
particuliers  de  cette  théorie. 

II  est  évident  que  l'équation  à  l'ellipse  qui  est  sans 
constante  arbitraire  ,  n'est  que  l'équation  primitive 
singulière  de  l'équation  du  premier  ordre  donnée 
par  les  conditions  du  problême  ,  puisqu'elle  résulte 
du  facteur  du  même  ordre  ,  qui  multiplie  la  dérivée 
de  la  même  équation  ;  et  que  l'équation  à  la  ligne 
droite  qui  vient  de  l'autre  facteur  du  second  ordre  , 
est  donnée  par  l'équation  primitive  complette  ,  avec 
une  constante  arbitraire,  conformément  à  la  théorie 
développée  dans  la  leçon  XVI. 

Si  de  l'équation  à  la  ligne  droite  y—  ax  +  £  et  de 
sa  dérivée  .y'  =o  ,  on  tire  les  valenrs  des  constantes 
a  et  b  on  a  a  =  y  ' ,  b  =  y  —  x  j  ' ,  et  ces  valeurs  subs- 
tituées dans  l'équation  donnée  par  les  conditions  du 
problême 

(H«f)(Haî)  =  k(i+«') 
donnent  cellcci  : 


(  v-  *S+pjr'){f—xS  +  q/)  =  k(i  +y*} 

qui  est,  comme  l'on  voit ,  l'équation  du  premier  or- 
dre à  laquelle  le  problême  conduit  directement. 
Ainsi  cette  équation  appartient  à  la  classe  que  nous 
avons  examinée  à  la  fin  de  la  leçon  précédente  ,  dont 
la  forme  générale  est  *(*,£)  x=  o  ;  et  qui  est  tou- 
jours susceptible  d'une  équation  primitive  singulière 
qu'on  peut  obtenir  par  l'élimination  de  y'  au  moyen 
de  la  dérivée  relative  ky\  ce  qui  redonne  le  résultat 
que  nous  avons  trouve. 

Si  Ton  voulait  tirer  l'équation  primitive  singulière 
de  l'équation  primitive  complette ,  d'après  la  théorie 
de  la  leçon  XV  ,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  d'abord 
dans  l'équation  de  condition  en  a  et  b  ,  la  valeur  de  b 
cirée  de  l'équation  y  =  ax  +  b  ,  ce  qui  donnera  l'é- 
quation 

(J  —  ax  +ap)  (y  — a*  +a,;)=k(i+«î) 
qui  est  à  deux  lignes  droites,  et  qn'on  peut  regarder 
comme  l'équation  primitive  du  problème  dans  la- 
quelle a  est  la  constante  arbitraire.  Ainsi  il  n'y  aura 
qu  à  éliminer  a  au  moyen  de  cette  équation  et  de  sa 
dérivée  ,  d'où  Ton  auta  encore  le  même  résultat, 
puisque  l'équation  en  y  a  la  même  forme  quel'équi* 
tion  en  a\  ce  qui  sert  de  plus  en  plus  à  rapprocher 
les  différentes  méthodes  que  nous  avons  données. 

Nous  avons  démontré  à  l'occasion  du  problême  de 
Leibnitz  que  toute  équation  primitive   singulière  re- 
présente la  courbe  formée  par  l'intersection  conti- 
nuelle 
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nuclle  des  lignes  représentées  par  l'équation  primi- 
tive complctte;  ainsi  on  peut  dire  que  l'ellipse  qui 
résout  le  problème  d'Kuler  est  formée  par  l'inter- 
section continuelle  de  toutes  les  droiies  représentées 
par  l'équation 

\jr~ax  +  *p)[y   —  ax  +aq)=]L  (  i-f  «a  ) 

en  supposant  que  la  constante  a  vaiie  de  Tune  à 
l'autre. 

Par  cette  considération  on  pourrait  donc  aussi  ré- 
soudre le  problème  d'Euler ,  comme  Leibniz  avait 
résolu  ,■  celui  dont  nous  avons  parlé  au  commence- 
ment de  cette  leçon  ,  et  parvenir  directement  à  l'cl- 
lipse  qui  n'est  donnée  par  l'analyse  que  d'une  ma- 
nière indirecte. 

Jusques-là  on  n'avait  encore  considéré  les  équa- 
tions primitives  singulières  que  comme  des  solurions 
particulières  qui  se  présentaient  d'elles  -  mêmes  ei 
•ans  intégration,  et  on  n'avait  encore  aucun  moyen 
pour  reconnaître  a  priori  si  une  pareille  solution 
pouvait  être  comprise  ou  non  dans  la  solution  géné- 
rale donnée  par  l'intégrale  complettc  de  l'équation  dif- 
férentielle du  problême. Euler  a  donné  le  premier  une 
règle  générale  pour  cet  objet  dans  le  premier  volume 
de  son  calcul  intégral ,  et  Laplace  a  montré  ensuite 
comment  on  peut  déduire  de  l'équation  différentiel- 
le* les  solutions  particulières  qui  échappent  à  I  inté- 
grale complctte  ,  comme  nous  l'avons  rappoité  à  la 
fin  de  la  leçon  XVI. 
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Il  restait  à  découvrir  la  liaison  entre  ces  inté- 
grales particulières  et  les  intégrales  complet- 
tes  ,  ainsi  qu'entre  les  courbes  données  par  les 
unes  et  les  autres ,  et  à  rappeller  toute  la  théorie 
de  ces  différentes  intégrales  aux  premiers  principes 
du  calcul  différentiel  ;  c'est  ce  qu'on  a  frit  dans  un 
mémoire  sur  ce  sujet,  imprimé  dans  le  recueil  de  l'A- 
cadémie de  Berlin  de  1774  et  dans  un  autre  mémoire 
imprimé  dans  le  même  recueil  pour  1779, 

Comme  ce  point  d'analise  est  un  des  plus  intéres- 
sant, par  ses  différentes  applications,  j'ai  ern  devoir 
en  développer  toute  la  théorie,  dans  ces  leçons  »  en  y 
joignant  des  considérations  nouvelles  et  des  détails 
historiques  qui  peuvent  faire  plaisir  aux  Analistes  et 
servir  à  l'histoire  de  cette  partie  des  Mathématiques. 
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LEÇON    DIX-NEUVIEME. 

Digression  sur  les  équations  aux  différences  finies. 

Les  premiers  auteurs  du  calcut  différentiel ,  Barrow 
et  Leibnitz  ont  considéré  les  quantités  variables 
comme  croissmt  par  des  différences  infiniment  peti- 
tes, et  ont  inventé  les  équations  différentielles  pour 
déterminer  les  rapports  de  ces  différences.  Comme 
la  supposition  des  quantités  infiniment  petites  répugne 
i  la  rigueur  de  Tanalise  ,  on  a  considéré  depuis  les 
accroissement  "des  quantités  variables  comme  finis  , 
et  on  a  formé  à  l'imitation  du  calcul  différentiel 
un  nouveau  calcul  pour  les  différences  finies ,  dans 
lequel  les  résultats  sont  rigoureusement  exacts.  Ce 
calcul  dont  Tailor  avait  donné  la  première  idée  dans 
son  methodm  încremtntorum  et  dont  on  s'est  beaucoup 
occupé  dans  ces  derniers  tems  sous  le  nom  d<3  calcul 
aux  différences  finies  ,  sert  à  trouver  la  loi  des  termes 
consécutifs  d'une  série  ou  progression  dans  laquelle 
on  connaît  l'expression  ou  la  formation  du  terme 
général ,  et  réciproquement  à  trouver  l'expression  du 
terme  général  ,  d'après  la  loi  des  termes  come- 
cutifi. 

Mais  nous  observerons  que  dans  ces  recherches  la 
considération  des  différences  n'est  point  nécessaire 
comme  dans  le  calcul  différentiel  ,  et  qu'elle  peut 
même  être  plus  incommode  qu'utile  ,  parce  que*  la 
suppression  des  termes  infiniment  petits  qui  produit 
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la  simplification  du  calcul  différentiel  ,  n'ayant 
point  lieu  dans  les  différences  finies  ,  il  arrive 
souvent  que  les  formules  en  différences  sont  pins 
compliquées  que  si  elles  contenaient  immédiate- 
ment les  termes  successifs  eux  mêmes. 

D'ailleurs  l'analogie  qu'on  a  cru  pouvoir  établir 
entre  le  calcul  aux  différences  infiniment  petites  et 
le  calcul  aux  difiérences  finies  est  plus  apparente 
que  réelle,  malgré  la  conformité  de  quelques  procé- 
dés et  de  quelques  résuttats.  Car  dans  celui-ci  on 
considère  les  différens  termes  de  la  progression  com- 
me représentés  par  une  même  fonction  de  quanti- 
tés différentes  d'un  terme  à  l'autre  ,  et  les  équa- 
tions aux  différences  finies  ne  sont  que  des 
équations  entre  ces  mêmes  fonctions.  Au  lien 
que  les  équations  différentielles  ,  ou  aux  diffé- 
rences infiniment  petites,  sont  essentiellement  entre 
des  fonctions  différentes  de  la  même  variable  ,  mail 
fonctions  dérivées  les  unes  des  autres  par  dei  règles 
fixes  et  uniformes. 

Les  équations  aux  différences  finies  ne  sont  antre 
chose  qu'une  suite  d'équations  semblables  entre  dif- 
férentes inconnues  ,  par  lesquelles  on  peut  toujours 
déterminer  successivement    chacune    de  ces  incon* 

nues. 

Mais  la  loi  uni  forme. qui  règne  entre  ces  équationSi 
fait  qu'on  peut  regarder  leurs  inconnues  comme  for- 
mm;  une  suite  régulière  et  susceptible  d'un  terme 
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général  ,   et  l'expression  de  ce  terme    donne    alors 
la  résolution  générale  de  toutes  les  équations. 

Ainsi  le  calcul  qu'on  a  nommé  aux  différences  fi  mcs 
n'est  proprement  que  le  calcul  des  suites  ,  et  ne  p  ut 
être  assimilé  au  calcul  différentiel  qui  est  essentielle- 
ment le  calcul  des  fonctions  dérivées. 

Mais  on  a  pensé  que  la  considération  des  différences 
finies  pouvait  conduire  à  celle  des  différences  infini- 
ment petites  ,  et  que  le  calcul  aux  différences  finies 
conserverait  toute  sa  rigueur  ,  en  devenant  calcul 
différentiel  par  l'omission  des  termes  infiniment  petits. 
Et  delà  est  née  la  méthode  des  limites  dans  laquelle 
on  regarde  le  rapport  des  différences  infiniment  peti- 
tes comme  la  limite  du  rapport  des  différences  finies  * 
et  les  équations  différentielles,  comme  les  limites  des 
équations  aux  différences  finies. 

Je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse  de  cette  ma- 
nière démontrer  la  légitimité  des  résultats  du  calcul 
différentiel  ;  mais  quoique  cette  marche  paraisse 
directe  et  naturelle  ,  le  passage  du  fini  à  l'infini  exige 
toujours  une  espèce  de  saut,  plus  ou  moins  forcé  , 
qui  rompt  la  loi  de  continuité  ,  et  change  la  forme 
des  fonctions. 

Ayant  réduit ,  comme  nous  l'avons  fait ,  le  calcul 
différentiel  à  ses  véritables  elémens ,  les  fonctions  dé- 
rivées ,  et  l'ayant  ainsi  entièrement  séparé  du  calcul 
aux  différences  finies  ,  nous  avons  cru  devoir  dire 
deux  mots  de  la  naturt  et  des  usages  de  celui-ci  qui 
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nvest  à  proprement  parler  que  Fanatise  ordinaire 
appliquée  à  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose 
dépendte  d'une  même  loi. 

Sait  une    suite  de  quantités 
o       i     a     3     4 

•>  i  ù •»  y%  y  *  y  ctc, 

qui  répondent  a  ces  quantités  en  progression  aritbe- 
métique 

o,i,si,3i*4i,  ctc, 

Désignons  en  général  on  terme  quelconque  de  la 
première  suite  par  y  ,  et  le  terme  correspondant  de 
la    seconde   suite  par  x  ;   désiguons    de    plus  par 

.    3  i  J  s  y  ctc,  les  termes  qui  dans  la  première  suite 
suivent  le  terme  y ,  et  qui  jépondent  aux  termes 

de  la  seconde. 

Enfin  désignons  pour  plus  de  simplicité  par  les 
caractéristiques  A ,  A*  ctc  ,  les  différences  premières, 
secondes  etc  ,  des  termes  de  la  première  suite 
de  manière  que  Ton  ait , 

*y  =  y  —  y,  A*  y  =  j  —  *y  +  y  etc. 
A  Tégard  de  la  seconde  suite,  il  est  clair  qu'on  aura 

A  *=ut  AJo:  =  o  etc. 

Cela  posé ,  supposons  d'abord  que  la  première 
suite  soii  formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très* 


(  *99> 
i  simple  y  =  a  x,  a  étant  un  coëficient  constant  pour 
toute  la  suite. 

F  ? 

C      On  aura  donc  aussi  ,  en  changeant  y  en  y  et  s 

*  en  x+  tWéquation^  =  a  (ar  +  *)  :  et  comme 
lot  deux  équations  doivent  avoir  lieu  en  même- 
tenu  ,  on  pourra,  si  Ton  veut,  en  éliminer  la  cons- 
tante o. 

Retranchant  pour  cela  la  première  de  la  seconde  v 

on  aura  y  —y  —  ai    «avoir   A  y  =  a  i ,  d'où  Ton 

a  y 
tire  a  ses     — ~    donc  substituant  cette  valeur  dans 
t 

*  A  y 
la  première  elle  deviendra^  -3  — j — 

La  première  équation  y  =  •  x  donne  le  terme 

se  Ay 
générai  de  la  suite  ;  l'autre  équation  .y  =    — —  donne 

la  loi  entre  les  termes  successifs;  car  puisque  A  ft 

an  j-_  y  on  aun 

>  =  jr  +    «y,    OU  jr     =     — -~yt 

X  •  - 

Réciproquement  on  voit  que  cette  loi  des  termes 
étant  donnée,  le  terme  général  sera  nécessairement 
y  =  0  *  ,  a  étant  une  constante  arbitraire  ;  et  il  esc 


(  400  1 
facile  de  te  convaincre  que  cette  expression  de  y  tu  s 
est  la  plus  générale  qui  puisse  répondre  à  Féquaiioo 
aux  différences  t  y 

*  y  =  ~- 

.  Si  la  différence  i  de  la  progression  arithmétique 
devenait  infiniment  petite,  la  différence  correspon- 
dante A  y  deviendrait  infiniment   petite    aussi,  et 

A  v 
leur  rapport     ~-     que  nous  avons  vu  être  égal  à  la 

constante  arbitraire  a  serait  toujours  la  même*  Dans 
l'infiniment  petit,  ce  rapport  devient  égal  à  la  fonc- 
tion dérivée  y\  en  regardant  y  comme  fonction 
de  *,  et  l'équation  devient  alors  y  =  x  y\  qui  est 
l'équation  dérivée  ,  dont  y  =  a  x  est  l'équation  pri- 
mitive ,  a  étant  la  constante  arbitraire. 

Supposons  maintenant  cette  loi ,  y  =  a  m  -f-  a1 
qui  n'est  guère  compliquée  que  la  précédente. 

On  aura  donc  aussi,  en  changeant  y  en  y  et    *  en 

y  •=.  ax  -\-  %  ai  +  a2 


rétranchant  U  première  de  celle-ci ,  et  mettant    A  y 

tura 

A  y  —  «  i  ; 


4 

par   y  ~.  y  on   aura 


d'on  Ton  tire 


Cl 


(4oi  ) 
et  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  a  on  aura 

x  A    r  Aj* 

équation  aux  différences  finies,  et  qui  est  indépem 
dame  de  la  constante  a. 

La  première  équation  donne  donc  l'expression  du 
terme  général  ,  et  la  seconde  donne  la  loi  entre  les 
termes  successifs ,  de  manière  que  cette  loi  étant 
proposée  ,  on  aura,  parla  première  ,  le  terme  géné- 
ral avec  une  constante  arbitraire  a. 

L'analyse  précédente  suppose  que  la  quantité  a 
est  indépendante  de  x  ,  puisqu'elle  demeare  la 
même  dans  les  deux  équations  successives.  Mais  si 
elle  dépendait  de  x  ,  de  manière  que  les  deux  équa- 
tions eussent  néanmoins  la  même  forme  que  dans  le 
cas  on  elle  est  constante  ,  il  est  clair  que  l'équation 
aux  différences  qui  résulte  de  ces  deux  équations 
par  Félimination  de  a,  serait  encore  la  même-,  par 
conséquent  on  aurait  alors  plus  d'une  équation  en 
x  et  y  pour  la  même  équation  aux  différences  ;  c'est 
le  principe  qui  donne  les  équations  primitives  singu- 
lières ,  comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  XV. 

Supposons  donc  en  général  que  la  quantité  a  qui 

î 

répond  à  x ,  devienne  ,  a  ,  a  etc.  Lorsque  x  devient 
x  -f-  i ,  x  +  s  /  etc  ,  les  deux  équations  successives, 
dont  Tune  répond  à  x  ,  et  l'autre  à  x  +  i  ,  seront 

y  =  a  x  -}-  a2 
Leçon*  Tome  X.  D  d  d 


Or  si  on  suppose  que  les  quantités  a  et  a  soient  telles 
que  Ton  ait 

a  (  x — i)  +a7  =  a(  x  +  i)  -+-  a* 
la  seconde  équation  deviendra 

j  ■  =  a  (  x  +  î  )  —  a1 
comme  dans  le  cas  où  a  est  supposé  constante  ;  par 
conséquent  on  aura  également  par  l'élimination  de  4 
l'équation  aux  différences 


x  A  y 

y  —     — : — 

i 


+  -±£ 


Il  s'agit  donc  de  trouver  le  terme  général  de  la  sérit 

dont  les  termes  consécutifs  a  et  a  répondant  à  x  et 
x  +  i,  ont  entf  eux  la  relation  déterminée  par  l'équa- 
tion ci -dessus  qui  se  léduit  à  cette  forme 

a2  —  a2  +  [x+i)(a  —  a)  =  0 
et  qui  est  comme  Ton  voit  du  genre  des  équations 
aux  différences. 

Cette  équation  se  réduit  à 

(  a  —  a2  -f-  (*  +  *'(  a  —  a  )  =  o  , 
et  se  décompose  par  conséquent  en  ces  deux-ci 


—  m  =    o 


+  m  -f-  x  -f-  i  = 


(  4°3  ; 

La  première  donne  m  =  a  et  par  conséquent  a  égal 
à  une  constante  quelconque  ;  c'est  le  cas  que  nous 
avons  sapposé  d'abord. 

La  seconde  donne  une  relation  entre  a  et  •  ,   d'a- 
près laquelle  il  faut  trouver  le  terme  général. 
Pour  simplifier  cette  équation ,  je  suppose  d'abord 

m  et  »  étant  des  constantes  et  u  une  nouvelle  varia- 

blejj'ai        ,         , 

a  =  u+»7ï(:r-f-i)-f-ni 

et  l'équation  devient  par  ces  substitutions 

ii  +  tt+(tT7i+i)rr+2f»  +  (w»  +  I)t==0 
on  je  peux  faire   disparaître  les  termes  indépendant 
de  u. 

le  fais  donc 

9m+i=o     et     tn+(iw  +  i)î=o, 
ce  qui  donne 

i  _  _  J^  . 
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de  sorte  qu'en  faisant 


9  —4 

4 


Téquation  se  ïéduit  à  cette  forme  plus  simple 

y 

u    +  u  =  o. 

J'observe  maintenant  qu'en  supposant    u  =  b  t*  , 
J  et  T  étant  des  constantes»  on  a  u  =  *  *"       '        «t 
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Ja  substitution  donne 

b  r*  +*  +  br*  =  o 

équation  divisible  par£  r  *  et  qui    donne  t*  +    i  =o 
d  où  Ton  tire 


Ainsi  l'expression  u  =  b  ( —  i)    ,•     satisfait  à  Té- 

quation  avec  la  constante  arbitraire  h.  En  effet,  en 
supposant  cette  équation  en  u  et  ^r  pour  faire  dis- 
paraître la  constante  6,   on  prendra  l'équation  suc- 

cessiveu  =  p( — i) — r-  = — &(—  ij      et    élimi- 


nant b  on  aura  u  +  u  =  o  équation  proposée* 
Donc  l'expression  générale  de  a  sera 


.r 
—         ru 
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et  cette  valeur  substituée  dans  l'expression  de  y  don- 
nera un  nouveau  ternie  général  avec  fine  constante 
aibitraire  b ,  qui  satisfera  également  à  la  même 
çquation  aux   différences 


y  = 


(  4°5  ) 
Pour  faciliter  cette  substitution  ,  je  mets  l'expres- 
sion donnée  de  j  sous   cette  forme 


=  (-+,-)-7 


et  mettant  pour  a  la  valeur  qu'on  vient  de  trouves, 
il  vient  cette  nouvelle  expression  de  y 

i 

4 


-(»<- 


X  l>  „2 

i  4  )  ^ 


Comme  à  est  ici  une  constante  arbitraire  ^  on  peut 
aussi  la  faire    disparaître  par  l'équation  successive, 

dans  laquelle  x  devient  x  +  t  ,  et^- ,  devient  y    ou 
y  +   A  y  ;  on  aura  ainsi 

a?  +  f 


à  cause  de  (  —  i  ) 


{-■)7  + 


=-(-■)* 

Retranchant  de  cette  équation  ,  la  précédente  , 
et  observant  que  la  différence  des  deux  carrés 
est  le  produit  de  la  somme  et  de  la  différence 
des  racines  ,  on  aura  tout  de  suite 

A  y  =î   h  (  —    i  )  £ , 
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d'où  Ton  tire 


x 


/   /         \  —  A  y         x 


l' 
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et  cette  valeur  substituée  dans  la  première  équation 
donne  l'équation  aux  différences 


'=c¥+-:>--7 


savoir 

*  A  y   .     à  y2 

y  — — —  +    — v 

qui  est  la  même  qu'on  avait  trouvé  dans  le  cas  où  « 
était  la  constance  arbitraire. 

Si  maintenant  on  suppose  que  la  différence  /de- 
Tienne  infiniment  petite  ,  la  différence  correspon- 
dante  a  y  le  deviendra    aussi  -,  mais  leur  rapport 

a  y 

— : —  qui,  dans  le  premier  cas  ,  est  égal  à  a,  et  dans 

x         x  i 

le  second  est  égal  à  £  (  —  i)~£  —     *-  —-  ~ 

demeurera  fini;  ce  rapport  devient  alors  la  fonction 
dérivée  de  y  *  regardée  comme  fonction  de  #,•  et  l'é- 
quation aux  différences  devient  par  conséquent 

y  =  xy'  +  y*  , 
qui  est  en  effet  l'équation  dérivée  dont  la  primitive 
est  y  =  a  x  +  a2  ,  a  étant  la  constante  arbitraire. 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  on  a^=» 

et  substituant  cette  valeur  ,  il  vient  j-=  xy*    +  y*K 
Mais  que  devient  alors  la  seconde  expression  de  y 
qui  confient  la  constante  arbitraire  k. 


(407  ) 
Suivant  les  principes  des  infiniment  petits  le  terme 

—  —    doit    être    rejette    vis-à-vis    du    terme    fini 

m 
h  ( — i)*]f.;  ainsi  on  aurait  simplement 

,=()(-,)r).-U(.-- 

à   cause  de  (—  i  )  7  =  1    7  =^  1. 

Mais  cette  valeur  de  y  ne  satisfait  pas  à  l'équation 
dérivée  ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  h  =  o  ;  car  elle 
donne 

s 
Faisant  la  substitution  on  a 

0   *  •-    *■*      =    —     — -       -f-      1— 1 

4  t  4 

et  parconséquent  *  =  o. 

Ainsi  il  faut  dire  que  le  passage  du  fini  à  Finfini- 
ment  petit,  anéantit  non-seulement  les  qnantités infini- 
ment petites,  mais  encore  la  constante  arbitraire. 

Au  reste  en  faisant  fc  =  o  l'expression^  =  — — , 

4 

devient  une   valeur    singulière  ;    car  en  prenant  les 

onctions  dérivées  relatives  à  a  dans  l'équation  primi- 


(4°5  ) 
rive    >s=as+  rt'     on  a      j;-f  Ja  =  o, 

d'où  a  =  —  —,      et  de  là       y  =    —  — • . 

2  4 

Ainsi  on  peut  regarder  aussi  la  seconde  expression 
de  y  comme  une  valeur  singulière  du  terme  gênerai; 
mais  comme  elle  conserve  laconstante  b  tant  que  les  dif- 
férences i  sont  finies,  il  est  clair  qu'elle  a  la  même  gé- 
néralité que  la  première  s  en  sorte  qu'on  peut  suppo- 
ser que  la  valeur  de  j  soit  donnée  lorsque  x=  o;  ce 
qui  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs  singulières  des  équa- 
tions primitives  oïdinaires. 

Feu  Charles  de  l'Académie  des  Sciences  est  le 
premier  qui  ait  fait  cette  remarque  importante  qu'à 
une  même  équation  aux  différences  finies  peuvent 
répondre  deux  équations  intégrales  «u  sans  diffé- 
rences ,  ayant  chacune  une   constante    arbitraire. 

Voyez  les  mémoires  de  cette  académie  pour  Fan* 
née  1783. 

Mais  les  conséquences  qu'il  a  voulu  en  déduire 
dans  la  suite  (  Mémoire  de  178S  )  relativement  aux 
intégrales  des  équations  différentielles  sont  tout-à-% 
fait  illusoires  ;  elles  prouvent  seulement  qu'on  ne 
peut  pas  appliquer  immédiatement  à  TirEniment 
petit, proprement  dit,  les  résultats  trouvés  dans  la  sup. 
position  du  fini,  et  que  dans  le  passage  du  fini  àl'infi* 
niment  petit  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  ter* 
mes  qui  peuvent  contenir  Tinfinimcnt  petit ,  quoique 

cei 
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ces  termes  puissent  n'être  pas  eux-mêmes  infiniment 
petits. 

Ainsi  dans  la  formule. 

*=(*(-«)7  -i  y -ï 

4     4 

le  terme  h    (  —  1)   7  w    devient    pas     infini- % 

ment  petit  par  la  supposition  de  i  infiniment  petit  ; 
néanmoins  ce  terme  contenant  la  différence  i ,  qui 
devient  infiniment  petite  dans  l'équation  différen- 
tielle ,  doit  être  supprimé  pour  avoir  un  lésuhac 
exact.  En  effet  ,  en  effaçant  tout  ce  qui  contient  i 
dans     l'équation     précédente   ,    on    a    simplement 

x2  *• 

v  =—   — ,  comme  cela  doit  être   pour  satisfaire  à 
4       * 

f  équation  dérivée 

La  raison  en  est  que  dans  le  passage  supposé  du 
fini  à  rinfiniment petit, les  fonctions  changent  réelle- 
ment de  nature  ,  et  que  le     qu'on  emploie  dan* 

cl   x 

le  calcul  différentiel  ,  est  essentiellement  une  fonc- 
tion différente  de  la  fonction  j%  tandis  que  tant  que 
la  différence  d  x  a  une  valeur  quelconque,aussi  petite 
qu'on  voudra,  cette  quantité  n'est  que  la  ditiérence 
de  deux  fonctions  de  la  même  forme.  D'où  Ton  voit 
que  si  le  passage  du  fini  à  l'infiniment   petit  peut 

Leçons  ,  Tome  X.  £  •  e 
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être  admît  comme  moyen  mécanique  de  Calcul,  il 
ne  peut  servir  à  faire  connaître  la  nature  des  équa- 
tions différentielles  ,  qui  consiste  en  ce  quelles 
donnent  des  rapports  entre  les  fonctions  primitives 
et  leurs  dérivées. 

On  peut  trouver  d'une  autre  manière  les  mimes 
expressions  de  y  qui  satisfont  à  l'équation  aux  diffé- 
•*«*es. 

*  A  y  A  _r* 

y 


*  a  y         a  y 


En  prenant    l'équation    successive   qui  répond  à 
m  -♦-  i ,  on  a  aussi 

y=    (*    +   s)    A  y        A  y*  m 

i,  *2 

mais  y  —  y  +    A3iAy=Ay   +   A*T 

donc  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde  * 
on  aura 

AX=x  A2  y   +Ay+  A*y+   »  A  Y  A*  J 
*a  s* 


+  a*  y 


•  ~« 


savoir  en  multipliant  par  i 


(*  +  *  +   _ 


s  A  y  _^   A*y\ 

■+-   -7-/  A7-t 
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équation  qui    te   décompose  comme  l'on  voit  eu  , 
deux 

4*^  =  OCtK  +î+  «  a  y  +  aV  ac  o 

i 

La  première  donne  tout  de  suite  a  y  ==l  à  une 
constante  qui  étant  supposée  a  *,  on  aura  A  .>  ==  <*  *\ 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  aux  difféj 
xences ,  on  aura  comme  plus  haut 

y  —  a  m  +  à* 

Retenons  maintenant  la  supposition  A<y=»li 
mais  en  regardant  a  comme  une  variable  dépendante 
île  $,  onauia 

A  y=  a  t  et  a*  .rc=(«'—  a)  »? 
donc  l'autre  équation  deviendra 


qui  est  la  même  que  nous  avons  trouvée  plus  ha«tv 
et  d'où  nous  avons  tiré 

X 

v         '■  t  4 

On  aura  donc 


A   *  = 


=••('<->  r-f-j) 
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e*  comme  l'équation  aux  différences  peut  se  mettre 
tous  la  forme 

la  substitution  de  cette  valeur  de   A  y  donnera 

*  X    N  x% 

comme  pjas  haut 

Cette  manière  de  trouver  la  seconde  expression 
de  y  revient  à  la  méthode  que  nous  avons  exposéç 
daus  la  leçon  XVI,  pour  les  équations  primitives  lin- 
Hère*. 

En   supposant  i  infiniment  petit    les    valeur!  de 

f  et  a  qui  répondent  à  a>  et  x  +  /,  ne  doivent  dif- 
férer Tune  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment 
petite;  par  conséquent  par  le  principe  des  infini*, 
ment  petits ,   l'équation 

a    -xr  a  4-  x  +    i  =  .a 


se  réduit  à 

Ce  qui  donne  a  s=  — 


2  a  +  *  =  o 


x» 


d'où  l'on  tire^= ,  comme  dans  le  cas  de  h  =  a 

2 

Ïq  effet  l'expression  de  a 


(4«3) 

X 
~*  SB  • 

v      ;  «        4 

donne  relativement  à  m  -+-  / 

où  Ton  voit  que  dans  le  cas  de  i  infiniment  petite, 

la  différence  entre  a  et  a  demeure  finie  tant  que 
la  constante  h  n'est  pas  nulle* 

En  général  soit 

F  (  x,y,  a  )  =o  • 

l'équation  par  laquelle  le  terme  général  y  est  déter- 
miné en  fonction  de  x ,  <*  étant  qjie  constante  quel- 
conque. 

Cette   équation   est    censée  avoir  lieu  également 

pour  les  termes  successifs  y  .y  etc,  qui  répondent 
aux  valeurs  successives  x  -f-  i ,  a:  +  2  i  etc  ,  de  x  \ 
ainsi  on  aura 

F  (*  +  *i./i  a)  =  o 
et  on  pourra  par  la  combinaison  de  ces  deux  équa-r 
tions  éliminer  la  constante  a. 

On  aura  de  cette  manière  une  équation  sans  a , 

mais  qui  sera  en  x  ,  y,  et  y.  Et  si  à  la  place  de  y 
on  substitue^  +  ù  ï%  l'équation  sera  en  x ,  y  et  £  j>  ; 


(4.4) 

ce  sera  alors  proprement  une  équation  aux  différent» 
premièies. 

Dr  même  si  l'équation  du  terme  général  renferma 
deux  constantes  a  et  b  ,  comme 

F  (  *  ,  Jf ,  *  ,  M  =  O  , 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constante!  parla 
moyen  des  deux  équations  successives 

#        n 

L*cquation  résultante  sera  alors  entre  m  ,  jr  ^y  et  jr , 
ou  bien  entre  les  quantités  *îtx,  A  .y  et  A*  .?  en. 
substituant 

.T  +  A.T  par^,et.r +«aj  +  A»,ypoorjc,- 

ce  sera  donc  une  équation  aux  différences  secondes* 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  réciproquement  toute  équation  aux  diffé- 
rences premières  ou  entre  deux  termes  successifs 
comportera  une  constante  arbitraire  dans  l'équation 
du  tetme  généial,  toute  équation  aux  différentes 
secondes  ,ou  entre  trois  termes  sucecsifs,  comportera 
deux  constantes  arbitraires  dans  l'équation  du  term.e> 
généial  ;  et  ainsi  de  suite. 


X  4*5  ) 
On  peut  en  effet  se  convaincre  que  cela  doit  être 
par  la  nature  même  de  ces  équations. 

Considérons  par  exemple  une  équation  quelcon- 
que aux  différences  premières  entre  s ,  y  et  y  ;  et 
supposons    qu'ayant    tiré   la   valeur   de    y    on  ait 

y—fK  *•*)• 

Comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans 
tome  Tétcnduc  de  la  série  ,  en  faisant  successive- 
ment x  =  o  ,iy  %  x ,  3  i  etc ,  la  variable  y  deviendra 

•        18  3  / 

y*  Si  y  y  y  i  ctc.  et  y    deviendra    en    mêrne-tems 

il       S        4 

y,  y*  y*  y,  etc. 

Ainsi  l'équation  proposée  donnera  cette  suite  d'é- 
quations 

t  *  •  .         2  ,1*3.  s 

jr  =  Ko*jr)9y  =f\f,j)  y=f  (ii, y)  etc. 
donc  substituant   successivement  les  valeurs  précé- 

1     «      s 
dentés ,  tous  les  termes  y  ,  y  f  y  etc. ,  seront  données 

o 

par  le  premier  terme  y ,  et  un  terme  quelconque  y 
répondant  à  x  sera  donné  en  x  et  y. 

Ainsi  1'expresston   du   terme  général  contiendra 


f4i6  J 
nécessairement  la  valeur  arbitraire  et  constante  du 

o 
premier  terme  y* 

Si  l'équation  proposée  était  aux  différences  secon- 
des  ou  entre  les  termes  successifs.?  , y  , y  ,  on  pour* 
rait  en  tirer  la  valeur  de  y ,  et  Ton  aurait 

y  =  f{x,y,y). 

Donc  faisant  successivement 

*=o,  i,  î*,  3  i  etCi 
on  aurait 
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y  =  / (  o,  y  ,y  ),y  =f(i*y,y  )  yn  =f{t  t\  j\>)  etc, 
de  sorte  quen  substituant  toujours  les  valeurs  pré  ce* 

2       3        4  o 

dentés  on  aurait  les  termes  y ,  y  ,  y  ,  etc,  donnésen  y 

i 
et  y  ;  par  conséquent  le  terme  général  y  répondant 

O  1 

à   x  serait    exprimé  en     x  %  y  tt  y  %    dans   lequel 

•        i 

y  et  y  ont  des  valeurs  arbitraires  et  constantes. 

Et  ainsi  pour  les  équations  aux  différences  plus 
hautes. 

On  voit  parla  que  le  nombre  des  constantes  arbi- 
traires qui  doit  entrer  dans  l'expression  complette  du 
terme  général  est  nécessairement  égal  à  l'exposant 
de  la  plus  haute  différence  qui  entre  dans  l'équation 
proposée  ;  d'où  Ton  doit  conclure  que  toute  expres- 
sion du  terme  général   qui  satisfera  à  untf  équation 

aux 
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eux  différences  4  et  qui  aura  autant  de  constantes  aAfc 
traires  que  cette  é  juation  eu  admet  en  raison  de  l'or- 
dre de  ces  différences  devra  être  regardée  comme 
complette  ,  de  quelque  manière  qu'on  y  soit  par- 
venu. 

Mais  la  même  équation  pourra  encore  être  suscepti- 
ble d'une  autre  expression  gêné. aie  qui  repondra  à 
l'équation  primitive  singulière  ei  qu'on  pourra  trou- 
ver par  les  mêmes  principes. 


Car  si 


F  (x,y,  a)  =o 


est  Téquation  qui  donne  l'expression  générale  de  yen 
m  avec  la  constante  arbitraire  a,  on   aura  Téquation 

entre  les  termes  succesifs  y  et  y  ou  y  et  y  +  a  J  * 
en  éliminant  a  des  deux  équations 

F  (*,  y,  fl)3OiF(*Ji«)=o 

et  le  résultat  de  cette  élimination  ,  qui  sera  l'équation 
eux  différences  ,  sera  la  même,  soit  que  la  quantité  a 
soit  une  constante  ,  ou  une  quantité  dépendante  de  *, 
pourvu  que  dans  ce  cas  elle  soit  telle  que  Ton  ait 

F(x  +*,)-,•)  =  F  (*  +  i\j\A), 

Cette  équation  étant  délivrée  des  fractions  et  des 
Leçons   Tom  c  X.  F  f  f 


radicaux  sera  toujours  divisible  par  a  — i  #  puisqu'en 

effet  a  =  a  satisfait;  et  il  est  clair  que  cette  racine 
donne  a  égal  à  une  constante  comme  on  l'avait  sup- 
posé d'abord. 

Si  l'équation  ne  contient  les  quantités  a  et  a  qu'à 
la  première  dimension  ,  le  résultat  de  la  division  ne 

contiendra  plus  ces  quantités  ,  ainsi  a  — -  a  =  o  sera 
la  seule  racine ,  et  il  n'y  aura  alors  qu'une  seule  expres- 
sion du  terme  général. 

Mais  si  ces  mêmes  quantités  forment  plusieurs  di* 
mensions  dans  l'équation  dont  il  s'agit ,  elles  s'y  trou- 
veront encore  après  la  division  par  a  —  a,  et  Ton  au» 

une  nouvelle  équation  entre  a  et  a  ,  qui  sera  par  con- 
séquent aux  différences  premières  par  rapport  à  la 
variable  a  et  qui  pourra  donner  encore  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  a  avec  de  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. C'est  le  cas  de  l'équation  que  nous  avons 
considérée  ci-dessus. 

En  regardant  a  comme  une  fonction  de  x  ,  a  qui 
répond  à  x  +  i  deviendra  par  le  développement 

•  c=  a  +  a  a'  +     —  a'i  +  ctc , 


et  la  fonction 


(419) 

'm 


deviendra  aussi 

*(*».r.  a)  +ia'fK(a)+  etc, 

I 

par  conséquent  l'équation  en  a  et  a  deviendra 
i  a  F'  (  a  )  +  etc  ;  =  o. 

Lorsque  1  devient  infiniment  petit  ,  les  termes  qui 
contiennent  i2  ,  t  s  etc  ,  devant  être  négligés  vis  avis 
de  ceux  qui  ne  contiennent  qucî  ,  l'équation  précé- 
dente se  réduit 

*VF'(a)sro 

laquelle  donne  a'=o  et  par  conséquent  a  constante  ou 
F'  (  a  )  =  o 

d'où  l'on  tire  a  en  fonction  de  x  ;  ;  c'est  le  cas  des 
équations  primitives  singulières. 

Dans  ce  cas  donc  l'expression  de  a  ne  peut  plus 
contenir  de  constante  arbitraire  ni  dépendre  de 
la  quantité  i,par  conséquent  il  faut  que  les  ter- 
mes qui  renfermeroieut  i  dans  l'expression  géné- 
rale de  a  tirée  de  l'équation  en  a  et  a  disparoissent 
absolument  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit  ,  quand 
même  ces  termes  ne  deviendroient  p  is  alors  iutinimeat 
petits ,  comme  nous  rayons  vu  dans  l'exemple  pré- 
cédent. 


U»o) 
La  plupart  des  formules  qu'on  a  trouvées  pat 
la  considération  des  difêrcnce*  finies  ,  et  qu'ont  en" 
suite  traduites  en  cal  uî  Hifiéienit), présentent  des  dit» 
£cu!tés  analngjes  dans  le  passage  du  fini  à  l'infini- 
xncnt  petit, et  q«i'on  ne  peut  lrver  que  par  le  même 
principe  de  rejetter  indistinctement  des  formules 
finies,  tous  les  termes  v^ui  comiendroient  des  différen- 
ces infiniment  petites  de  quelque  manière  que  ces  dif- 
férences s'y  trouvent  contenues. 

Ainsi  par  exemple  on  a  en  employant  les  différen" 
ces  succits'ves 


y 


y  +  a  y,  y  =  y  +  *  a  y  •+-  a1/ 


êJf  5»  y  +  3  a  y  +  3  a*  y  +  as  y >  c*c, 

et  en  général 


;=^+w Ay+ 


m 


<»-'>«■ 


A-jf 


+  — - ^ **?  +  etc. 


c'est  l'expression  du  terme  meme   qui  répond  au  terni* 
%  -\-  ai  i       de  la  série  x  ,   x  +  i  .  x  +  9  i  etc* 

Si  donc  on  fait  m  i  =  *  ,  le  terme  répondant 
a  *  +  *  sera  par  la  substitution  de  **  au  lieu  de  m 


f4tt) 


— «Ts        :,tt 


-h  ctc. 


Cette  formule  donnée  d'abord  par  Newton  à  la  lia 
des  Principes  pour  l'interpolation  dei  lieux  des  comè- 
tes a  été  ensuite  apliquée  parTailor  au  cas  ou  les  diffé- 
rences i  devenant  infiniment  petites  et  égales  h  d  ». 
les  différences  A  y,  A*  y  etc.  ,  deviennent  à  y% 
d*y%  etc. 

.  Alors  en  négligeant  les  termes,  î,  «  î,  3  î,  etc  * 
vis-à-vis  de  »  on  a  la  formule 


djr 
dx 


to8       d*  y 


&  y 


^    T       J  -  T  9       <rfa?2  ^  «.3     S»3  T 


qui  exprime  la  valeur  de  ce  que  devient  y  lorsque  m 
devient  x  +  ». 

C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  du  théorème 
de  Tailor. 

Cependant^  comme  les  coëficiens  de  i  dans  les 
facteurs  successifs  de  la  piemière  formule  vont  eu 
augmentant  continuellement,  il  est  visible  que  quel- 
que petit  que  soit  i,  il  se  trouvera  à  la  fin  multiplié 
par  un  coëficiem  si  grand  que  sa  valeur  pourra  de- 
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Tenir  comparable   à  celle  de  »,  et   ne  pourra  plot 
être,  sans  erreur,  négligée  vi*-à  vis  de  celle  ci.  Mats 
la  suppression  de  tous  les  n  uliiples  de  i,    quelque 
grands  qu'ils  soient,  est  néanmoins     coir mandée  pai 
la  nature  de  la  chose,  afin  que  les  quantités 


A  y 
■  .     » 

s 


&*y 


i  etc, 


cessent  d'être  exprimées  par  les  différences  finies  des 

quantités  y  *  y  .y  etc,  qui  sont  des  fonctions  sembla- 
bles de  or,  x  -f- 1 ,  x  +  2  i  ce. ,  et  deviennent  simple" 
ment  les  fonctions  dérivées./  %y"  ,  etc ,  de  Fa  même 
'onction  y. 

En  effet  la  quantité^  étant  regardée  comme  une 
fonction  de  a?,  la  formule  dont  il  s'agit  doit  donner  la 
même  fonction  de  x  +  »,  et  nous  avons  démontré 
d'une  manière  directe  et  rigoureuse  que  cette  fonction, 
développée  suivant  les  puissances  de  "est  exactement 
égale  à  la  série. 


y  +  *S  +  ^  y+  7-3/"+  «'• 

8  *  •  J 


La  formule  des  sinus  des  arcs  multiples  s'applique 
de  .la   même   manière   au    développement  des  sinus 
par  Tare  ,  et  est  sujette  aux  mêmes  difficultés. 
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En  effet  on  t ,  comme  on  Fa  vu  dans  la  leçon  X  » 

sin  m  x  z=  m  c$s  œ  jîn  * 

i 

im—  i)  (m  —  t)  m  —  i     .      . 

s.  3 

4-  m  (m—  i)(m— t)  (m  —  3^  (m— 4)         «,^5    .      .    „ 

— ^ ^-r CQl  K  Stn  **     ' 

t.  3.       4.  5 
•—etc. 

Supposons  %  infiniment  petit  et  m,  infini ,  ensortt 

que  m  m  ait  une  valeur  finie  z  ,  donc  m  =  — ,   et 

X 

les  coëficiem 


m  (m  —  1)  (»i — *) 
m,  — 

m  (m  —  1)  (^~t)(m—  3)  (m  —  4) 


— — - —         „         e  etc. 

2.  3.  4.  5. 

deviendront  en  rejettant  vis-à-vis   de  z  tous  les  mul- 
tiples de  x  quelque  grands  qu'ils  puissent  être 

*3  75 


m*    8.3*31  s.  3.4.S*5 


etc. 


D'un  autre  côté  sin  x  se  réduit  à  x  et  cos  H  à  i; 
donc  faisant  ces  substitutions  on  a 


lAU) 


lin  a  =2  —  ^    + 


t,S       *.  3,4*  5 


—  etc; 


formule   exacte  et  rigoureuse  ,  comme  noua  Pavons 
frouyé  par  les  méthodes  directes. 
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iEÇON    VINGTIÈME. 

Vu  fonctions  de  deux  ou  plusieurs  variables;  de  leurè 
Jonctions  dérivées.  Notation  et  formation  de  ces  fonc- 
tions. Equations  dérivées  i  plusieurs  variables.  Théorie 
générale  de  ces  équations.  Méthodes  pour  trouver  les 
équations  primitives  des  équations  du  premier  ordre.  t 

ftous  n'avons  encore  traité  que  des  fonctions  d'une 
seule  variable  ;  Car  lorsque  nous  avons  considéré  des 
fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  variables  ,  nous 
avons  regardé  ces  variables  elles-mêmes  comme  fonc- 
tions d'une  seule  et  même  variable.  Or  si  on  consi- 
dère une  fonction  de  deux  où  de  plusieurs  variables^ 
indépendantes ,  il  est  clair  que  cette  fonction  pourra 
avoir  différentes  fonctions  dérivées  relatives  aux  diffé- 
rentes variables,  et  qui  naîtront  de  la  fonction  primi- 
tive«par  le  simple  développement ,  en  attribuant  à 
chaque  variable  un  accroissement  particulier. 

Ainsi  le  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives  i 
une  seule  variable  conduit  naturellement-  à  celui  des 
fonctions  dérivées  relatives  à  différentes  variables  ,  le- 
quel n'est  comme  Ton  voit  qu'une  généralisation  du 
premier  et  dépend  des  mêmes  principes. 

Si  les  inventeurs  du  calcul  différentiel  l'avaient  re- 
gardé d'abord ,  comme  le  calcul  des  fonctions  défi-» 
vées ,  ils  auraient  été  coaduits  naturellement  ecimmé- 

Leqom  Tome  X.  G  g  g 
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médiatement  au  calcul  des  fonctions  dérivées*  rell. 
tives  à  plusieurs  variables;et  il  ne  se  serait  pas  passé  un 
demi  siècle  entre  la  découverte  du  calcul  différentiel 
proprement  dit,  et  c  elle  du  calcul  aux  différences  par- 
tielles,qui  répond  au  calcul  des  fonctions  denrées  rela- 
tives à  différentes  variables.  A  plus  forte  raisonnais  Heu 
d'envisager  ce  dernier  comme  un  nouveau  calcul ,  on 
l'aurait  seulement  regardé  comme  une  nouvelle  appli- 
cation ou  plutôt  comme  une  extension  du  caltuldiffé- 
lentiel ,  et  on  aurait  dès  le  commencement  embrassé 
tous  un  même  point  de  vue  et  sous  une  même  dénomi- 
nation, les  différentes  branches  du  même  calcul  qui  ont 
été  long  tems  séparées  et  comme  isolées. 

Soit  d'abord/  (  x  ,  y  )  une  fonction  quelconque  de 
deux  variables  stty  que  nous  regarderons  comme 
indépendantes  Tune  de  l'autre.  Si  dans  cette  fonction 
on  substitue  à  la  fois  x  -f-  *  à  la  place  de  x ,  et  y  +  o  à 
la  place  de  js  les  deux  quantités  î  et  o  étant  indéter- 
minées ;   qu'ensuite  on  développe  la  fonction 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  t  et  0 ,  il  est  clair 
que  le  premier  terme  sans  *  ni  0,sera  la  fonction propo-» 
%èef[x ,  y),  et  que  les  autres  termes  seront  de  nouvel* 
les  fonctions  de  x  et  y  multipliées  successivement pax 
s',0,  s'*,  z  0,0*  ,  î*  etc. 

Ces  fonctions  seront  aussi  dérivées  de  la  fonc- 
tion primitive  /  (  x ,  y  )  ;  et  on  trouvera  la  loi  de  leur 
dérivation  en  considérant  succesivement  les  dérivées 
relatives  à  chaqu  une  des  quantités  »  et  #. 
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Four  cela  ou  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  art 
que  la  variable  x  qui  devienne  x  -f  *  ,  la  variable  y 
demeurant  la  même ,  et  on  développera  la  fonction 
f(f+i,y)  comme  une  simple  fonction  de  os.  On 
supputera  ensuite  que  dans  les  fonctions  dérivées 
relatives  à  *  la  variable  ,y  devienne^  +.  0  et  on  dé- 
veloppera chacune  de  ces  fonctions  comme  des  fono 
fions  de  y ,  en  regardant  alors  la  variable  x  comme 
me  constante. 

1}  naîtra,  ainsi  du  développement  de 

différentes  fonctions  dérivées  de  la  fonction  primitive 
j(*x  ,  y  )  ,dont  les  unes  seront  relatives  à  la  variable 
4P  *  les  auirea  seront  relatives  à  la  variable  y  :  et 
d'autres  enfin  seront,  relatives  en  partie  à  la  variable 
3?  et  en  partie  à  la  variable  y  ;  la  loi  du  dévelop- 
pement étant  toujours  la.  même ,  mais  appliquée  suc- 
çesivement  aux  différentes  variables. 

Mais  pour  ne  pas  confondre  dans  la  notation  ces 
différentes  fonctions  dérivées  ,  on  pourra  dénoter  les 
fonctions  dérivées  relatives  à  la  seule  variable  x. 
par  àt%  traits  appliqués  ,  comme  à  l'ordinaire  ,  à 
la  caractéristique  de  la  fonction  et  suivis  d'une  vir- 
gule;, les  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable  y 
par  des  traits  appliqués  à  la  même  caractéristique,mais 
précédés  d'une  virgule  ;  enfin  les  fonctions  dérivées 
relatives  en  partie  à  la  variable  x-  et  en  partie  à  la 
variable  x  par  des  traits  séparés  par  une  virgule  ,d* 
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manière  que  ceux  qui  précédent  la  virgule  ic  rappoi» 
tent  à  la  variable  x,   et  ceux  qui  la  suivent  le  rap- 
portent à  la  variable  .y. 

Cette  notation  comerve  mieux  l'analogie  qui  doit 
régner  entrs  les  fonctions  dérivées  et  la  fonction  pri- 
mitive/(  x  ,  j  )  dans  laquelle  la  virgule  sépare  les 
deux  variables  indépendantes  x  et  y  ,  que  celle  que 
j*avois  employée  dans  la  Théorie  des  fonctions  en  ap- 
pliquant au  bas  de  la  caractéristique/  les  traits  relatifs 
aux  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  seconde  va- 
riable  y. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'em- 
ployer comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  leçon. 
XVIII  les  traits  inférieurs  pour  désigner  les  fonctions 
primitives  d'une  fonction  donnée* 

De  cette  inaniére  on  aura  donc  en  premier  lieu, 


Substituons  maintenant  partout  .y  '-{-  o  i  la  place  de 
y ,  on  aura 

/(  a'  +  « Uy  +  o  )  *=J(x,y  +o)-t-  if'(x,y  +o) 


(  4«g  ; 

Développons  ,  tuccettivcmeot ,  les  fonctions 

f(x,y  +  o)  ,f''[aif+o),f"  (*,.r-K>)etc» 
comme  des  fonctions  dcy-i-  » ,  on  aura  pareillement 


+  ~  /■î'(*,y)  +  1f3/*'"(«^)  +  ete. 


/'•(*, .r+a)=/''(*o)  +  •/'•'(•.*) 


4--/'"(*,y)  +  etc, 


et  ainsi  de  suite. 

Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordonnant  les 
termes  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits 
de  i  et  o  on  aura  ce  développement  complet 

/(*  +  »'».r  +  »  )=/(*.*) +»/''  (*..r) 
'  +  •/»' (*o-) 


t  ;■ /?(**! 


(43o> 


i'« 


+  873/','(^)+v/','(*^> 


«Uns  lequel  la  forme  générale  des  termes  est 


t      0 


(  i.  s.  3...  m)   (  i.  «,  3...  n) 


ro,  n 


Dans  l'opération  que  nous  venons  de  faire  pour. 
avoir  le  développement  de  /  (  x  -f- î,  y  •+•  tf  )  ,  nous, 
avons  commencé  par  substituer  dans /(s,  .y),  x  +  *v 
pour  a:,  et  nous  avons  développé  suivant  s;  noot 
avons  ensuite  substitué  dans  pus  les  termes  de  ce- 
développement  y  +  o  pour^' ,  et  nous  avons  déve- 
loppé suivant  o 

Or  il  est  visible  qu'on  aurait  indentiquement  le 
même  résultat  si  on  commençait  l'opération  par  la> 
substitution  de  y  +  o  à  la  place  de  y  et  par  le  dé* 
veloppement  suivant  o,  et  qu'on  fit  ensuite  la  subs- 
titution de  x  +  *  pour  x,  et  le  développement  sui-. 
vant  i. 


De 


cette 


manière  on  aurait  d'abord  les  fonctions- 


primes ,    secondes,    etc  ,  relatives  à  y  ,    c'est  à- dire 
suivant  la  notation  que  nous  venons  d'employer  les. 
fonctions 
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Ensuite  oa  aurait  les  fonctions  primes ,  secondes  elc* 
4e  celles-ci  relatives  à  x,  et  qui  seraient  désignées  par 

/""(».  .r  ),/"'(*,  y  )«c, 
/'"(*,.r),/"'"(*^)etc, 

et  on  obtiendrait  ainsi  la  même  formule  que  ci- 
dessus  ,  comme  cela  doit  être. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  le  premier  pro- 
cédé la  fonction  seconde  f* f  (x,  y)  relative  à  la. 
Fois  à  *  et  y  s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonc- 
tion prime  de/(a?,  y  )  relativement  à  xt  ce  qui  donne 

f7(x*y)  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci 
relativement  à  y  *  d'où  résulte  la  fonction  seconde 

Jfff  (  *  ->  J  )  î  ct  <*•*>*  le  second  procédé  la  même  fonc- 
tion s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime 
de  /    (*,    y)    relativement    à  y%    ce    qui    donne 

p'  «  m ,  y  ) .  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  rela,* 

tivement  à  s,  ce  qui  donne  également/»'  (  jj) 

D'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se 
fasse  la  double  opération  nécessaire  pour  passer  de  la 

fonction  primitîve/(*,.rj  à  la  double  dérivée  /'*'  (xy) 
Et  comme  on  doit  dire  la  même  chose  des  autres 
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fonctions  dérivées ,  dénotées  par  des  traits  séparés 
par  une  virgule,  on  en  peut  conclure  en  général  que 
les  opérations  indiquées  par  les  traits  placés  avant 
et  après  la  virgule,  sont  absolument  indépendantes 
entre  elles ,  et  qu'elles  conduisent  aux  mêmes  ré- 
sultats, quelqu'ordre  qu'on  suive  en  prenant  les  fonc- 
tions dérivées  relativement  à  x  cty ,  indiquées  par 
les  traits   qui  précèdent  ou  qui  suivent  la  virgule» 

Ainsi  on  aura  également  la  valeur  de  la  fonction 
dérivée  triple  /"»'  (x,  y)  en  prenant  la  fonction 
seconde  de/(ar,  y)  relativemept  à  rr,  tt  ensuite 
la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à  y  l  ou  en 
prenant  d'abord  la  fonction  prime  de/  (r ,  y  )  re- 
lativement ky  et  ensuite  la  fonction  seconde  de  celle* 
ci  relativement  àap;  ou  bien  encore  en  prenant  la  fonc- 
tion prime  de/(x,  y)  relativement  à  ar ,  ensuite  la 
fonction  prime  de  celle-ci  relativement  àjr ,  et  enfin 
la  fonction  prime  de  cette  dernière  relativement  i  «, 
et  ainsi  de  suije 


Soit  par  exemple 


*' 


•n  aura  les  fonctions  primes  relatives  à  x  tty 

A 


La  première  donnera  relativement  à  j' la  dérivée 

/ 


(«M) 
/-,..,)—£. 
jet  la  seconde  donnera  également  relativement  à  # 

ensuite  on  aura  relativement  à  x  ,  et  à  j  leuli 


La  dérivée    relativement  à  jr  de /'_''(#,  jr) 
sera 


et  la  dérivée  relativement  à«di/'(  *  ,^)  fera 
aussi 


/     [x^)t jr 

et  ainsi  des  autres. 

A  l'imitation  de' ce  que  nous  avons  fait  sur  les  fonc- 
tions d'une  variable ,  si  on  suppose  que  la  variable  z 
soit  une  fonction  de  deux  variables  «et  y  soit  expli- 
cite ,  soit  donnée  simplement  par  une  équation  quel- 
conque entre  x  ,  y  et  z  ,  on  pourrait  désigner  par 


z''V,*'y,*''',z'':ctc, 


Laçons  Tomt  X% 


Hhh 


ses  différentes  fonctions  déiivées  ,  en  appliquant  à  la 
lettre  z  les  traits  avec  la  virgule  ,  qu'on  appliquerait 
à  la  caractéristique  f. 

Ainsi  x  devenant  *.+  î  et  y  devenant  en  même 
tems  j  +  0,  la  valeur  de  z  deviendra 

*  +  *z''+*z''  +   ~    z">  +  i*z'>'+    -    z>" 


*  fi..   .     i2  o    jl9i 

—     z 


2.3 


t 


etc, 


et  le  terme  général  de  cette  série, sera 


m     m 

i    o 


C") 


(  i.  2.  3..  m  )  (  i»  *.  S  n  ) 


On  voit  que  les  fonctions  de  deux  variables  engen- 
drent par  le  développement  différentes  sortes  de 
fonctions  dérivées  ,  dont  la  dérivation  répond  à  cha- 
cune de  ces  variables.;  et  que  ces  fonctions  dérivées 
se  forment  de  la  même  manière  et  par  les  mêmes 
règles  que  celles  d'une  seule  variable ,  en  considérant 
chaque  variable  séparément  et  successivement  ;  d'où 
il  s'ensuit  que  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur 
les  fonctions  d'une  seule  variable  ,  pourra  s'appliquer 
de  même  aux  fonctions  de  deux  variables  relativement 
à  chacune  d'elles. 

On  pourra  donc  aussi  étendre  la  théorie  des  fonc- 
tions dérivées  aux  fonctions  de  trois  variables  ou  d'un 
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plus  grand  nombre  ,  car  il  ne  s'agira  que  de  répeter  sé- 
parément pour  chaque  variable  les  mêmes  opération! 
et  de  les  désigner  par  une  notation  semblable. 

Dans  les  leçons  précédentes  où  nous  ne  considérions 
que  les  fonctions  dérivées  ,  relativement  à  une  seule 
variable  ,  lorsqu'il  s'est  présenté  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  ,  nous  nous  sommes  contenté  de  renfer- 
mer sous  la  caractéristique  des  fonctions  dérivées  ,  la 
variable  f>ar  rapport  à  laquelle  nous  voulions  avoir 
la  fonction  dérivée. 

Ainsi  pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  qui  regarde  les 
fonctions  dérivées  relatives  à  plusieurs  variables  ,  nous 
avons  dénoté  jusqu'ici  par 

les  fonction*  dérivées  dc/*(a?,  y)  relatives  à  la  seule 
variable  .r  qui  suivant  la  notation  précédente, seraient 

/'(«..r  ),/"'(«,  .r)etc, 

Cette  manière  de  noter  les  fonctions  dérivées  relatï- 
ment  à  une  seule  variable  nous  suffisait  alors  ;  et  nous 
pourrons  l'employer  encore  quelquefois  pour  plus  de 
commodité  ,  pourvu  qu'où  soit  prévenu  de  sou 
identité  avec  la  notation  que  nous  venons  d'établir. 

Quoique  dans  les  fonctions  de  deux  variablees  que 
nous  considérons  ici  ,  les  deux  variables  soient  cen* 
sées  indépendantes ,  et  que  ce  soit  même  cette  in- 
dépendance   qui    produise   les    différentes    espèces 
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de  fonctions  dérivées  ,  dont  nous  Tenons  de  parler, 
rien  n'empêche  cependant  qu'on  ne  puisse  regarder 
ces  variables  elles  mêmes  comme  des  fonctions  d'une 
autre  variable  quelconque.,  mais  fonctions  indé- 
terminées et  arbitraires* 

Par  cette  considération  ,  on  peut  ramener  en  quel- 
que manière  la  théorie  des  fonctions  des  deux  varia- 
bles à  celle  des  fonctions  d'une  seule  ,  et  appliquer 
sur-tout  au  développement  des  fonctions  def  deux  ou 
de  plusieurs  variables ,  ce  que  ,nous  avons  démontre 
dans  Ja  leçon  IX  sur  le  développement  des  fonctions 
d'une  seule  variable. 

Soit  z  une  fonction  de  deux  variables  x  et  jr  ;  sup- 
posons que  chacune  ^le  ces  variables  soit  elle-même 
une  fonction  d'une  autre  variable  t  ;  de  manière  que* 
devienne  aussi  une  fonction  de  t  ,  sous  et  point  de 
vue  lorsque  t  devient  t  +  s ,  z  deviendra  par  la  for- 
mule générale  (  leçon  II  ). 

z  +  iz'  +  £   z"+    ■—-  z"'+etc. 

Et  si  dans  ce  développement ,  on  veut  s'arrêter  au 

terme  pemt  (  leçon  IX  )  on  aura  les  limites  du  reste , 
par  le  terme  qui  suivra;  savoir 


i 


*        (*) 


1.  s.  3.  .  .  n 
en  mettant  t  +  i  à  la  place  de  t  dans  la  fonction 
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*W  et  prenant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  va- 
lent de  cette  fonction  depuis  *  =  o  jusqu'à  la  valeur 
donnée  de  *  ,  ou  des  valeurs  quelconques  plus 
grandes  et  plus  petites  que  celle-ci. 

Or  x  et  y  étant  supposées  fonctions  de  t ,  lorsque  I 
devient  t  +  i ,  x  et  y  deviennent  par  la  même  for- 
mule générale 

*  +  *  X    +     -*      X    "T    **c  i 


«  y  +  iy  +  -   y  +  etc, 

2 


et  on  trouvera  les  valeurs   à&  fonctions    dérivées 

r  ,  z   etc  ,  en  *  ,  jr .  x ,  j  ,  x ,  y  etc , 
par  les  procédés  exposés  dans  la  leçon  VL 

Si  on  ne  veut  avoir  le  développement  de  z  que 

.  i       .   '   « 
par  rapport  aux  accroissemens  *  x  etiy  de  x  cty 

il  n'y  aura   qu'à  supposer  x  et^y  constans,par  consé- 

quent  x  =  o ,  y  =  o  etc ,  et  x,  ^  pourront  être  des 
coëficiens  constans  quelconques. 

Si  dans   les  accroissent ens  de  x  et  y  on  voulait 
considérer  les  deux  termes 
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*  m+  -  *,  et»  jr  +  - 

9  2 


on  oc  ferait  alors  que  r  £oj'  =  o  et' 


et 


pourraient  être  prises   pour  des  con&ta 

quei;  et  aiosi  de  suite. 

Soit,  par  exemple  % 

z  =  {**  +  J*)m 

on  aura,  en  prenant  les  dérivées  d'aprei 

*     i 
et  luppoiant  jt,^*  constantes 

+  4  m  (m  —  i  )  j;  *  +  j\j  )<   (**  <"fr 

«ttm(iii-i){**+yaî(*i+W)    (- 

-|-  g  m(m—  i)(jw— «)(xi  +  jf  j)3  (x* 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  lorsque  x  et^  deviennent  x  + 
on  aura 


(439) 

M 

+   cic. 

Si  Ton  veut  s'arrêter  à  ces  trois  premiers   termes, 
alors  le  terme  suivant  étant   •—  ih\  on  aura  les  li- 

2.3 

suites  du  reste  en  substituant  x  +  i  ar,  y  -f*  i  y  tu 
lieu  de  x,  /  dans  l'expression  de  z"\  et  prenant 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  c*- 
pression  depuis  i  =  o. 

Si   m  —  3    est   un    sombre    positif,   et    que  m, 

tty  soient  aussi  des  quantités  positives,  il  est  fa- 
cile de  voir  que  la  plus  petite  valeur  de  z'"  sera 

it  m  (m  —  i)  (**  -f-,/»)  (*i-+W)  (**  +^t)Wl  ~  * 

+  8  m  (m— i)  (m  —  t )  (*  *  -+-jr  j)S  (*»+jr»)  m  —  3 
qui  répond  à  s  =  o  ,•  et  que  la  plus  gtande  sera  cette 
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nême  quantité,  en  y  mettant  *-f- 1  x   ttjr  +ijr  ^ 
la  place  de  x  et  y. 

Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  z  répoa- 
dmt  à  x  +  /,  et  y  -f-  o,  comme  dam  le  commence- 
ment de  cette  leçon ,  il  eit  clair  qu'il  n'y  aurait  qu'à 

faire  x  =  i  ,  et  iy  «*  o  ;  on  trouverait  des  rétnluti 
lemblables. 

Car  en  désignant  par  des  traita  sans  virgule  les 
fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  variable  princi- 
pale *,etpar  des  traits  séparés  par  une  virgule  les 
fonctions  dérivées  relativement  à  chacune  des  varia- 
bles s  et  y%  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus ,  on 
aura,  suivant  ce  qu'on  a  dit  dans  la  leçon  VI,  sur  les 
dérivées  des  fonctions  composées  d'autres  fonctions, 

z'=a:V>  +  y  z>'; 

delà  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  i 
la  variable  principale  t 


Mais  z''  et  z"  étant  aussi  regardées  comme  des 
fonctions  de  x  et  y ,  leurs  dérivées  relatives  à  I 
seront 

a 


(i'»y  =  «'*"»  +  /  2'»'. 

Donc  substituant 

«t  ainsi  de  suite. 

Si  les  fonctions  dérivées  «'  et  y  relativement  «  l 
i ont  constantes  ,  ensorte  que 

x    —  0  %  y    —  4 1  *    =  0  etc  , 

on  aura  simplement 

z'  =  x'z'>  +  y'z" 
z"  as  xr»  z">  +   s  x'  y'z  V  +y'  •  z*'I  • 

zw  =  x'3z^  +  3x'V  z'V. 

+  3xyV»"+y3'z'"'etc, 

t 

(m)        **    (m),  m  —  1       fiis—jW 

z         ■=  x      z  +   «x  yz  • 

.     fnfm—  1)     i*— *   i     (*  —  *J/f 

+  -~ —   *         y3*  '    +  ctc, 

Leçons  ,  Tome  X.  I  i  i 
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Cet  valeurs  substituée!  dans  la  formule  générale 

z  +  ,V  +   H    z"  +  JL     z'"  +  etc, 

donnent 

z  +•*  (  x  z'  +  y  z>'  ) 

+  £[.    (  iBir?+  «  xyz'"+y'  x'") 

+   -il      (  is  E»»,+  3  x',  ^  z",r   ^  3  x  ^..  ,r, ,l 

y*   z'  .„ 
etc. 

Et  li  on  fait 

en  aura  la  même  formule  trouvée  plus  haut  pour  le 
développement  de  z  ,  suivant  les  puissances  de 
»  et  o. 

Les  expressions  des  fonctions  z',z"  etc,  que  nous 
venons  de  trouver  donnent  la  composition  des  fonc- 
tions dérivées  des    fonctions  quelconques  dt  deux, 
variables  x ,  y. 

Ainsi ,  en  faisant  x  =  i ,  ce  qui  revient  à  pren- 
dre x  pour  variable  principale,  c'est-à-dire  à  regarder 
y  comme  fonction  de  z  t  on  veut  que 
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+  (x*y)  +  y  f  (x<y) 

toit  une  fonction  dérivée  d'une  fonction  de  »  et  jr , 
en  la  comparant  à  l'expression  de  z  il  faudra  que  l'on 
ait 

+  («,y)=  z",f  (x,y)=z»' 

Pour  éliminer  z  de  ces  deux  équations,  il  n'y  a  qu'à 
prendre  leurs  dérivées  par  rapport  à  y  pour  la  pre- 
mière, et  par  rapport  à  x  pour  la  seconde,  on  aura 
ainsi  : 

)'  (f)  =  z'>'  Ct  f '   (x)  =  z'"  ; 
d'où  Ton  tire 

+'  (y)  =  *'  (x) 

C'est  l'équation  de  condition  connue wque  nous 
avons  trouvée  à  la  fia  de  la  leçon  XIV,  d'après  nos 
formules  générales. 

Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  il  serait 
alors  imposable  que  la  formule  ^  (*i.>)  +  f'  9  '*o) 
fût  une  fonction  dérivée  exacte,  d'une  fonction  de  x 
et  y  indépendamment  d'aucune  relation  entre  *  et  y. 

Ainsi  on  ne  pourrait  pas  supposer  l'équation 

*'  =  +  (*'  r)-+-.r *(*i.r) 

dans  le  sens  où  Ton    doit  entendre  l'expression    de 
z',  à  moins   de    supposer  en   même-tems  une  rcla- 
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tîon  quelconque  entre  x  et  y,  ou  même   entre  srt  y%z* 
En  général  si  on  supposait  l'équation 

*'  +  *'*(*,  y,*)  +S  f  (*,.T,  2    =  * 

elle  ne  pourrait  avoir  une  équation  primitive  qu'au- 
tant qu'elle  satisferait  à  une  équation  de  condition 
que  nous  avons  donnée  à  la  fin  de  la  leçon  XIV  et 
qui  se  réduit  à 

+'  Cr)  —  »»  +  »'  (')  X+  (*,jm) 

—  ;'(2)  x  f(*o-*t)  =  *. 

pour  que  la  variab  e  pût  être  une  fonction  de  x  et  y 
indépendamment  d'aucune  relation  entre  x  etj\ 

Si  cette  équation  de  condition  n'a  pas  lieu  ,  alors 
l'équation  elle-même  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  qu'on 
ne  suppose  une  relation  quelconque,  entre  x%  jsz, 
de  manière  qVie  deux  de  ces  variables ,  deviennent 
fonctions  de  la  troisième. 

Ainsi  dans  ce  cas,  en  supposant , 

on  aura 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci  dessus  t 
on  aura  alors  une   équation    en  S  ,  y  et  y9  par  la- 
quelle on  pourra  trouver  la  valeur  de  y  en  x  et  Ton  • 
aura  y    et  z  en  fonctions   donuées  des,  la  Jonction 
f(x.j)   demeurant  indéterminée. 

Mais  comme  on  aurait  alors  une  équation  du  pre- 
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mier  ordre  en  *  et  y,  dont  il  serait  difficile,  et  peut- 
être  impossible,  de  trouver  l'équation  primitive,  on  a 
cherché  les  moyens  de  donner  à  la  fonction  arbitraire 
une  forme  telle  que  Ton  ait  immédiatement  pour  la 
détermination  de  y  et  2  en  «,  deux  équations  entre 
ces  variables. 

Pour  en  donner  un  exemple,  très-simple  ,  suppo- 
sons F  équation 


z'=xy(x  +  yy') 


on  aura  ici . 


+  (x,  y)  xxâ,y?  (x,  y)=:xy*; 


donc 


4'(y)  =  *ai  *'(*)  =  y1, 

Ainsi,  il  est  impossible  que   z  soit  une  fonction  de 
'x,  et  y  regardées  comme  indépendantes  entre  elles. 

On  fera  donc  y  =  j  9 ,  et  l'on  aura^'  =  ?  *; 
donc 

z'  =  x«fx+  *f*xf'x; 

tt  Ton  aura  z  égal  à  la  fonction,  primitive  de 

x*  f  x  +  x  l»  xf'  x  t 

Mais  pour  éviter  la   recherche  de    cette    fonction 
primitive -,on  mettra  le  terme  x  ^*^'de  l'expression  de 

z  sous  la  forme  (  ~-^)'  — •    J"' 
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Alors  l'équation  devient 


Si  donc  on  suppose 


?* 


y  -'j-- 


l'équation  deviendra 


j_  /*»' 


■•=(-f)'+^- 

dont  la  primitive  est- 


x  J 
z  =  -y  -+-/*• 


Ainsi,  ces  deux  équations  remplissent' conjointe- 
ment l'éqmation  proposée,  la  fonction/ m  demeurant 
arbitraire. 

O.i  tloit  dire,  à  pfus  forte  raison,  la  même  chose  des 
équations  que  l'on  pourrait  supposer  entre  x ,  y,  z 
et  y\  z  dans  lesquelles  les  fonctions  dérivées  J  z' 
monteraient  à  des  puissances  quelconques. 

Soit  supposée  ,  par  exemple ,  l'équation 

i«—   !  +  >■ 

En  faisant  y  =/*  >  on  aurait 


*'  =  •(!  +  / 


'»\.a 
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Et  îi  faudrait  pour  avoir  z  en  x  trouver  la  fonetiom 
primitive  de  /  (  1  +/arl);cc  qui  est  impossible, 
tant  que  la  fonction  f  x  demeurota  indéterminée  v  i 
moins  d'employer  les  séries. 

Mais  en  introduisant  une  troisième  variable ,  on 
peut  avoir  des  expressions  finies  dé  s?,  v,  z,cn  fonc- 
tions de  cette  même  variab.e. 

Pour  cela  il  faut  rétablir  la  fonction  prime  x  qui 
cst=  i  lorsque  *  est  la  variable  principale  ,  et  substi- 

y 

tuer  sMr  conséquent     s' ,    et    ~,     a  la  place  de  v  et  z. 

conrormément    aux   principe»    établit    dans    la  le- 
çon VII.  Ainsi  l'équation  sera 

a"  =  £>+y. 

Pour  résoudre  cette  équation  de  la  manière  la  plus 
générale  ,  nous  emploirons  un  principe  dont  nous 
ferons  dans  la  suite  un  plus  grand  usage;  et  qui  consiste 
à  trouver  d  abord  des  expressions  de  x  ,  y  ,  z ,  qui  y 
satisfassent  avec  des  constantes  arbitraires,  et  à  rendre 
ensuite  ces  constantes  variables  ,  de  manière  que  les 

expressions  des  dérivées  x',/,  z  restent  les  mêmes. 

Prenons  un  angle  quelconque  »,  et  puisque 

sm  *i  +  ce*  s»*  =  i  '  j 


(  44»  ) 
en  multipliant  le  second  membre  de  l'équation  par 
sin  »7  +  cos  »7  ,  le  premier  ne  changera  pas. 

Or   le  produit  de  x'2  +  y'2 par  tin  »2 -f-  cos  »*  peut 
se  mettre  sous  la  foync 

\y  cos  »  —  x'sin»')2  +   \j  sin  »  +  x'  cos»)  ; 
de  sorte  que  l'éqnation  proposée  deviendra 

2,J  =  V  y1  cos»  —  x  sin.  »  )* 

+  (  /  sin  »  +  xf  cos  »  )* 
Supposons  if 

/  sin  »  +  x'  cos  »  =  § 

ce  qui  est  permis  à  cause  de    l'indéterminée  •  ,    on 
aura  ,  en  extrayant  la  racine  carrée  det  deux  membres 

x  s=  /  cos»  —  x'  sin  ». 
Regardons  d'abord  l'a  agi  c  •  comme  constant;  les 
deux  équations  que  nous  venons  de  trouver  ,  auront 
pour  primitives  ces  deux-ci 

z=y  cos  »  —  m  sin  «  +  a, 
y  sin  »  +  x  cos  »  =  b. 
4  tt  ft  étant  les  deux  constantes  arbitraires* 

Ainsi  cet  deux  équations  donnent  des  valeurs  dey 
et  z  en  «  qui  satisfont  à  l'équation  proposée  quelles  que 

soient 
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soient  les  valeurs  des  trois  constantei  a  \  l  et  •  , 
comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  substitution. 

Or  il  est  facile  de  concevoir  que  ces  mêmes  valeurs 
satisferont  encore  à  la  proposée ,  en  supposant  que  les 
quantités  a  ,  £,  et  *  soient  variables, pourvu  que  les 
dérivées  x\  y  ,  z  restent  les  mêmes  ;  ce  qui  aura 
lieu  ,  si  en  prenant  les  dérivées  des  deux  équations 
précédentes,  les  termes  dus  aux  dérivées  de  a,b  et 
»  se  détruisent. 

Il  n'y  aura  donc  qu'à  prendre  les  dérivées  des  mêmes 
équations ,  par  rapport  à  * ,  b  et  » ,  et  déterminer  par 
leur  moyen  les  variables  a  et  b. 

Regardons  dans  ces  dérivées  la  variable  »  comme 
la  principale  ,  nous  ferons  •'  =  i  ,  ot  Ton  aura 

—  y  sin  »  —  x  cos  *  +  a  =  o 

y  cos  »  —  x  sin  «  z=z  b'. 

Mais  nous  avons  déjà  y  sin  »  -[-  x  cas  •  —  b  ; 
doue  on  aura -*-  b  -4-a'=<?,  ce  qui  donne  *  =  a',ft 
par  conséquent  V  =  a 

Ainsi  on  aura  ces  trois  équations 

%  =  j  cos  *  —  x  sin  *+a, 

y  sin  *  +  v  cos  *  =2  a'  i 


^*K 


y  cos  »  —  *  sin  *  =  a .  • 
Leçons  ,  Tome  X.  Kkk 
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Or ,  a  étant  une  fonction  quelconque  de  • ,  si  on 
la  dénote  par/  »  ,  on  aura  a  =  /'  » ,  a"  =  /"/» ,  et 
les  trois  équations  précédentes  fourniront  cet  expres- 
sions de  x  ,  y  ,  z  en  • 

*  =  cw«  X/*  —  ii»tX/'r* 

y=,i,,«  X/'*+m-X/'> 

la  fonction/*  demeurant  arbitraire 

Ces  formules  pourraient  servir  à  trouver  des  courbes 
rcctifiables;  car  si  m  et  y  sont  les  coordonnées  rec- 
tangles dune  courbe  plane  ,  et  z  Tare  correspondant, 
on  sait  par  le  calcul  différentiel ,  et  je  l'ai  démontré 
rigoureusement  dan  s /a  Théorie  dis fonctions ,  que  l'on  a 

en  regardant  x  et  y   comme  fonction  d'une  même 
variable  quelconque. 

Si  on  fait 

/•  =  a,ona/'»  =  o  et/«  =  a  « -f  fc 
Les  formules  précédentes  donneront 

x  =  a  (  os  »  ,.>'  =  a  sin  *  ,  z  =  a  *  +   fr  f 
ce  qui  est  le  cas   du  cercle. 

En  prenant  poury  •  des  fonctions  quelconques  du 

sin  *  et  cos  »  ,  on  aura  autant  de  courbes  algébriques 

qu'on  voudra,  dont  la  rectification  sera  algébrique 

aussi  ;    problême  sur   lequel  les  géomètres  se  sont 

autrefois  beaucoup    exercés,  et   dont  en  peut  voir 
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différentes  solutions  dans    le  tome  V  des  nouveaux 
commentaires  de  Pétersbourg. 

Les  équations ,  dont  nous  venons  de  nous  occuper , 
sont  connues  sous  le  nom  d'équations  qui  ne  satisfont 
pas  aux  conditions  d'intégralité.  On  trouve  des  solu- 
tions élégantes  de  plusieurs  de  ces  équations  dans 
un  mémoire  de  Monge  ,  imprimé  dans  le  Recueil  de 
l'Académie  des  sciences  pour  Tannée  1784. 

La  notation  que  nous  avons  employée  pour  désigner 
les  fonctions  dérivées  de  z ,  par  rapport  à  chacune 
des  variables  *  et  y  par  des  traits  séparés  par  une  vir- 
gule ,  est  comme  Ton  voit  très-simple  et  conforme  à 
la  nature  de  la  chose;  mai)  elle  ne  met  pas  en  évi- 
dence les  variables  auxquelles  chaque  grouppe  de 
traits  doit  se  rapporter  ,  et  si  l'on  avait  des  fonctions 
de  plus  de  deux  variables ,  la  multitude  des  virgules 
pourrait  rendre  la  notation  incommode  ,  et  causer  de 
la  confusion  par  rapport  aux  variables ,  auxquelles 
les  différentes  fonctions  dérivées  répondraient 

On  pourrait  dans  ces  cas ,  employer  avec  avantage 
la  notation  que  j'avais  déjà  proposée  dans  l'ouvrage  » 
sur  la  Résolution  des  équations  numériques  (  p  1 10  ) 
et  qui  dérive  aussi  de  la  nature  de  et  calcul. 

En  effet  la  formule  donnée  plus  haut , 


z'=k'z"h-/z" 
fait  voir  que  si  on  veut  considérer  à  part  tes  dérivées 


(4*0 
relatives  à  x  et  y  t  on  a  par  rapport  à  x,  z'  =  x'  z**  ;  donc 

z'J  =  ~  -,  ici  z'  ne  doit  être  prit  que  par  rapporta  la 

variable  t  en  tant  qu'elle  est  renfermée  dans  la  fonction 
x  ;  et  pour  indiquer  ce  point  de  vue  ,  il  n'y  a  qu'a  en* 

r 

fermer  l'expression  -y  entre  deux  crochets  i   ce  qui 

donnera 


On  aura  pareillement  par  rapport  à  yy  z'=  y  z%  ; 
donc  z,;=  .-.  et    renfermant  l'expression  -,  entre 

y  y 

deux  crochets  pour  indiquer  qu'ici  la  dérivée  z  n'est 
rciative  à  la  variable  t  qu'autant  qu'elle  est  renfer- 
me e  dans  y,  on  aura 


■•'=(?) 


De  cette  manière, l'expression  de  la  dérivée  z1  pren- 
dra cette  forme 


■'  =  *'(?)  +>'<■?> 


où  Ton  voit  que  (  -,  )  ,   (   ->)    ne    sont  proprement 

que  les  coèficiens  de  x'  et  de  /  dans  l'expression  de 
la  dérivée  z 


U53  ) 
Comme  la  variable  t  dont  on  suppose  que  v  et  f 
sont  fonctions  demeure  indéterminée ,   en  la  prenant 

pour  «on  aurait  «'  =  i  ;  l'expression  (  — ,  )  devien- 
drait alors  simplement  V),  et  indiquerait  comme  elle 
le  doit  la  fonction  dérivée  de  z,  par  rapport  à  la  va* 
riable  principale  x  ;    de  même,  en  prenant^  pour 

r,on  aurait  y'  —  i,  et  l'expression  (  —  )  devien- 

drait  aussi  (z')  et  indiquerait  la  fonction  dérivée  de  z 
par  rapport  à  la  variable  principale  y. 

Mais  pour  distinguer  ces  fonctions  Tune  de  l'autre, 
noua  retiendrons  toujours  les  lettres  a;'   et  y9  sous  z\ 

et  nous  entendrons  simplement  par  (-,V  (— ,  )  les 

fonctions  dérivées  de  z  par  rapport  a  x  et  y. 

D'ailleurs  cette  manière  d'exprimer  les  fonctions 
dérivées ,  a  l'avantage  de  faciliter  la  transformation 
de  ces  fonctions  lorsqu'on  veut  les  rapporter  à  d'au- 
tres variables. 


Ainsi   comme  l'expression    (  ^ ,}  indique  que  z  est 

v  x  ' 

regardé  comme  fonction  de  a?,  l'expression  récîpro» 
que  (  v)   indiquerait  que  x  serait  regardé  comme 


(  4H  1 
fonction  de  z,  et  il  est  facile  de  te  convaincre  pu 
la  nature  de  ces  expressions  que  l'on  a  en  effet 


comme  si  les  parenthèse»  n'existaient  pas ,  de  sorte 
que  Ton  aura 


U')=(^) 


Si  donc  au  lieu  de  regarder  z  comme  fonction  de 
x  et  y  ,  on  voulait  regarder  x  comme  fonction  de 
z  et  y  ,  on  substituerait  d'abord 


(?) 


à  la  place  de 


6) 


Ensuite  ,  pour  avoir  la  valeur  de   l'autre  fonction 
r 
dérivée    (  —  )    on  remarquerait  qu'ici  la  variable  x 

est  censée  constante,  puisque  z  n'est  regardée  que 
comme  fonction  de  x. 

Oï x  étant  supposé  fonction  dey  et  z  ,  on  aura,  en 
général  , 
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donc  pour  que  x  soit  constante,  #' devra  être  zéro, 
ce  qui  donnera  l'équation 

eVoù  Ton  tire 

,    (?) 

et  cette  valeur  de  ~,    tirée  de  la  supposition  de  p 
constante,  sera  par  conséquent  la  même  que  celle  de 

D'où  il  luit  que  Ton  aura  ces  transformée* 


(  s>  ) T~«     (   ^'  ) 

<j0 


(?) 


De  sorte  que  si  Ton  a  une  équation  qui  contienne 


(456) 


* ,  y ,  %  avec  les  fonctions  dérivées  (  —,  ),  f  ~ ,  ),  elle 

ne  changera  pas  essentiellement  par  les  substitutions 
précédentes;  seulement  au  lieu  que  z  est  supposé 
fonction  de  x  et  y  ,  ce  sera  *  qui  sera  fonction  de  y 
et  z ,  et  ainsi  par  les  cas  semblables. 

Maintenant  puisque  f  -y  \  est  une    fonction   de 

x  et  y  ,  on  aura  de  même  en  prenant  sa  dérivée 
relativement  à  t 

mais  comme  x  et  j  '  entre  les  parenthèses  n'ont 
qu'une  signification  de  convention ,  on  peut  tans 
inconvénient  écrire 


z'n 


<*  > ,    (.^v) 


à  la  pUce  de 


(4-0  m 


et  par  conséquent 


Oq  aura  de  mémt 

«à  Ton  voit  que 

z"  z"  z" 

«ont  ici  ce  que  nous  avions  dénoté  plut  haut  par  le* 
signes 

z"\  z''\  z'"; 

entorte  que  la  dérivée  seconde  de  z  sera  représenté* 
ainsi 

.'•=-«  (?) +'''(7) 

+*-(^)+.'y(|7)+»-(,4) 

où  l'on  voit  que 

(■pr  )   «     (77-) 


X*(0nj ,  Tome  X. 
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lont  auisi  let  cocficicm  de  h'2  et  /*dans  l'expression 

complète  de  z" ,  mail  que  ( *    )  n'est  plus  le  simple 

x  y 

coëficient  de  x  y'  dans  la  même   expression  ,   cornue 
on  serait  porté  à  le  supposer  d'après  sa  notation. 

En  général  l'expression 

(**-Hfi) 


-2 ) 

*'    y        / 


dénotera  ce  que  nous  avions  dénote  pat  z 
c'est-à-dire    la    fonction  dérivée    de   z    de    Tordre 


(n  +  m) 
prise  m  fois  relativement  a  x,et  n  fois  relativement  i  y. 

Cette  dernière  notation  se  rapproche ,  comme  Ton 
voit,  de  celle  qui  est  depuis  iong-tems  en  usage  cher 
les  Analistes  pour  désigner  Jet  différences  qu'on  ap- 
pelle partielles. 

En  effet,  il  est  visible  que  les  fonctions  dérivées 
que  nous. désignons  ici 


*  6  *  J. 

ne  sont  autre  chose  que  les  quantités 


etc. 


dz 
~d~x 


dz 


etc. 


ay         dx2      dxy 
que  plusieurs  géomèties,  à  l'exemple  d'Euler  ,  renfer- 
ment aussi  entre  deux  parenthèses. 
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Ainsi  Ton  aura  en  général  les  notations  correspon- 
dantes, • 

(m),(n)    /     (m  +  n)    <v  /    (ro  +  «W 

=  (- Vr — -i 

V  x'     /  /  \dx       dy     / 

Considérons  maintenant  nne  équation  quelconque 
entre  les  trois  variables  x  ,  y  et  z  ,  par  laquelle  z  soit 
une  fonction  déterminée  de  x  et  y. 

Représentons  cette  équation  par  F  far,  y,z)  =  of 
k  et  supposons  pour  un  moment  que  x  et  y  soient  des 
fonctions  données  d'une  même  variable  /,  alors  z  sera 
aussi  une  fonction  de  t  dépendante  de  l'équation  pro- 
posée :  et  par  la  théorie  des  équations  dérivées  ,  ex* 
posée  dans  les  leçons  précédentes  ,  non-seulement  la 
fonction 

sera  nulle ,    mais  encore   ses  dérivées 

F'(*,y,z),   F"(*,y,z)etc, 

prises  relativement  à  t  seront  nulles. 

Or ,  en  conservant  la  notation  de  la  leçon  VI ,  on  a 

F'l*1,,x)  =  »'F'(*)  +  /F'(,)  +  x'F'(x)f 

dans  cette  formule  x1 ,  y' ,  z'  sont  les  fonctions  déri- 
vées de  *  ,  j  ,  z  par  rapport  à  t ,  et 
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F'(x),      F'  (t),F'(z> 
tont  Ici  fonctions  dérivées  de 

F  (*,J,  1) 
prises  par  rapport  à  chacune  des  variables  x ,  y ,  z  en 
particulier. 

Ainsi  Péquation 

F  (*,  y,  z)  =  <> 
donnera  celle-ci 

«'F\*)  +  /F'(y)  +  «'F'(«)==# 
Mais ,  en  considérant  z   comme  fonction  de   %  et 

^  1  on  a 

z'=x'z'>  +  y'z>' 

donc  substituant^  on  aura 

*'  (F'(x)+x"  F'  (/))+  y'(F'(y)  +  i*'F'W)  =  o 

Pour  que  les  fonctions  »  et  y  de  t  demeurent  indé- 
terminées, il  faudra  que  leurs  fonctions  dérivées  s* 
et  y  disparaissent  de  l'équation  précédente  ;  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisant  les  deux  équations 
séparées 

F'(y)-f-z>'F'(z)=o 

Il  est  visible  que  ces  deux  équations  ne  sont  autre 
chose  que  les  dérivées  de  l'équation  primitive 

F(*,  y,  z)  =  o, 
prises  séparément  par  rapport  à*' et  par  rapport  à  y. 
En  effet ,  puisque  dans  cette  équation  ,  les   deux 


U6i  ) 
variables  x  et  y  sont  essentiellement  indépendantes 
entr'elles,  ses  dérivées  par  rapport  ri  x  et  par  rapport 
iy  auront  lieu  chacune  en  particulier.  Or ,  la  variables 
étant  par  cette  équation  une  fonction  de  x  v*y  .  dont 

les  fonctions  dérivées  sont  2'  par  rapport  à  x  seul, et  z*' 
par  rapport  à  y  seul ,  il  est  clair  que  lu  dérivée  de 

F(*,7,  2)  sera    F'  (  x)-f-  z'>  F'  (z) 
par  rapport  à  a;,  et  qu'elle  sera 

F'(j)+z.'F'  (z) 
par  rapport  à  y  ;  de  sorte  que    l'équation  primitive 

F(xiJ,z  )=o 
donnera  ces  deux  dérivées  indépendantes  , 

F'(x)+z'>F'(z)  =  o 

F'(,)  +  z>'F'(z)±=o 
lesquelles  serviront  à  trouveriez  valeurs  des  fonctions 

20  ctz-*' ,  et  Ton  aura 

—  f'(z)'  F^y 

Ayant  ainsi  les  valeurs  des  deux  premières  fonc- 
tions dérivées  de  z,  on  en  déduira  celle»  des  fonctions 

secondes  z"',  z'\  z^en  prenant  h$  dérivées  de  z'  cl 
z>'  par  rapport  à  3.  et  y  ;  et  ainsi  de  suite. 
Il  suit  dc-là  que  l'équation  primitive 


(  46.)         % 
F(t,  y,  z)=o 
ayant  lieu  ,  ses  deux  dérivées 

f'(x)  +  z'  F'(z)=octF'(7)  +  z''F'(z)  =o 

auront  lieu  aussi  en  même  tems;  par  conséquent  une 
combinaison  quelconque  de  ces  trois  équations  aura 
lieu  aussi ,  et  pourra  tenir  lieu  de  l'équation  primi- 
tive. 

Ainsi  une  équation  entre  x,  7,  z  et  les  deux  déri- 
vées 


z'> 


**'0»Cy\Cj) 


par  rapport  à  a:  et  y  sera  une  équation   du  premier 
ordre  à  trois  variables  ,  à  h  quelle  repondra  nécessai- 
rement une  équation  primitive  en  x,  y,  z. 
Soit ,  par  exemple  ,  l'équation 

z''  +  Mz''  =  N. 

M  et  N  étant  des  quantités  constantes. 
Son  équation  primitive  sera 

z  —  N  x  =  p  (  y  —  Mx) 

la  caractéristique  9    dénotant    une    fonction    quel- 
conque. 

En   effet   si    on  prend  les  fonctions   dérivées  par 
rapport  à  #,  on  a 

z>—  Nr=  —  M?'  (y— Mx) 
Et  si  on  prend  ces  fonctions  par  rapport  à  y ,  on  a 
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2>'  =  ç'(y-Mx); 

de  sorte  qu'en  éliminant  la  fonction  dérivée  p\  on  a 
Fé^uaiion  dérivée 

z>  +  Mz>'_N=o. 

Considérons  l'équation  générale  de  la  même  forme 
dans  Uquel'e  M  et  N  soient  des  fonctions  quelcon- 
ques donrées  de  x,  y,  z. 

Supposons  que  F  \  x  ,  y  ,  z  )  =  o,  soit  son  équation 
primitive  ,  on  aura  par  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus 


F'  (x\ 


F'(j>1 


donc  substituant  ces  vaieuts  dans  l'équation  propotée 
et  multipliant  tous  les  termes  par  F'  (z),  on  aura,  en 
changeant  les  signes,  - 

F'  (  x  )  -»-  M  F'  (  j  )  +  N  F'  (  z)  =  o 

Or  on  a,  en  général ,  comme  on  l'a  vu 

F'  (• ,  jr,  z,  =  x'  ¥'  (*)  +,'  F'  (j)  +  z'  F'  (z) 

en  regardant  x,  j*,  z  comme  des  fonctions  quelcon- 
ques d'une  autre  variable  t\  donc  substituant  ,  dam 
ceue  formule  ,  à  la  place  de  F'  (a:)  sa  valeur  urée  de 
l'équation  précédente  ,   savoir 

_MF'^)-NF'(z); 
on  aura 

F'  (*,.y,  *)=(,'_  *'M)F'  (y) 

+  (*'  —  *'N)F'  (z). 
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On  voît  par  cette  expression  de  la  fonction  déri- 
vée Fr  (  x,y  ,  z)  que  cette  fonction  deviendra  nulle 
ri  on  établit  entre  les  trois  variables  x  yy ,  z  de*  re- 
lations ,  telles  que  l'on  ait  ces  deux  équations  parti- 
culières > 

y'  —  M  x  =  o  ,       z  —  N  x'  =  o 

Ces  équations  étant  entre  les  trois  variables  x,  r,  : , 
serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  variables  eu 
fonctions  de  la  troisième;  de  sorte  que  par  la  substi- 
tution de  ces  valeurs  la  fonction  F  (x,  j\  z)  devien- 
dra aussi  une  fonction  de  cette  troisième  variable. 
Donc  puisque  sa  fonction  dérivée  doit  alors  devenir 
nulle,  il  s'ensuit  que  la  variable  doit  disparaître 
d'elle-même  y  et  que  la  fonction  F  [x%  y,  z)  ,  ne  pourra* 
contenir,  après  cette  substitution,  que  des  constantes. 

Or  les  deux  équations 

y  _»'Msb  ot      zr_yN=so 

étant  du  premier  ordre,  leurs  équations  primitives  con- 
tiendront deux  constantes  arbitraires  que  nous  dé- 
signerons par  a  et  b.  En  effet,  si  de  ces  deux  équa- 
tions on  veut  éliminer  par  exemple  la  variable  z ,  on 
tombera  dans  une  équation  du  second  ordre  en  x  et  y  ^ 
dans  laquelle  on  pourra  faire  x  =  i ,  ou  y  m  i  % 
suivant  qu'on  voudra  regarder  y  comme  fonction  de 
je,  ou  x  comme  fonction  de^,  et  cette  équation  aura 
pour  équation  primitive  ,  une  équation  en  x  et  y^ 
avec  deux  constantes  arbitraires. 

Ensuite 
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Ensuite  on  aura  aussi  *  en  fonction  de  x  tty  par 
Tune  des  deux  équations  proposée.*. 

Il  s'ensuit  de-là  qu'après  la  substitution  cjes  va- 
leurs de  $  et  z  en  x  ,  tirées  des  deux  équations  du 
premier  ordre  dont  il  s'agit,  la  fonction,  F  (x)  y ,  a 
ne  contiendra  plus  que  les  constantes  «  et  b  avec  les 
constantes  contenues  dans  les  quantités  M  et  N.  Do 
sorte  qu'elle  deviendra  simplement  une  fonction  de  a 
et  b  que  nous  désignerons  par  Q  \ayb). 

Par  conséquent  l'équation  primitive  F  (  ar,  y^  z)  =  o 
se  réduira  à  $  (c/,  Z>)  =  o,  par  laquelle  on  voit  que 
l'une  des  constantes  a ,  b  sera  fonction  de  l'autre, 

Mais  à  la  place  des  constantes  a,  b,on  peut  mettre 
leurs  valeurs  cm,/,  z,  tirées  des  deux  équations 
primitives,  on  elles  entrent  comme  arbitraires.  Donc 
si  on  désigne  par  P  et  Q,ces  valeurs  de  a  et  i,  l'équa- 
tion primitive  de  la  proposée  deviendra  . 

la  fonction  $  étant  arbitraire. 

Ainsi  lorsqu'on  est  conduit  à  une  équation  quel- 
conque du  premier   ordre    à  trois  variables  x,y.  z 
dans  laquelle  les  deux  fonctions  dérivées    de  la  va- 
riable qui  est  censée  fonction  des  deux  autres  ne  se 
trouvent  qu'à  la  première  dimension,  telle  que 

zr>  +  Mz>'  =  N 
Leçons,  Tome  X.  Mm  m 
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ou  ce  qui  ctt  la  même  chose 

x  J 

M  et  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  x ,  y ,  z  ; 
on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive  ,  par  le 
moyen  des  deux  équations 

/-M«'«o,    zr  —  Nx'=  o 

dans  lesquelles  on  peut  faire  Tune  des  trois  fonctions 
dérivées  m\  y% ,  zf  égales  à  l'unité  suivant  la  variable 
qu'on  voudra  regarder  comme  principale ,  et  dont  les 
deux  autres  seront  censées  des  fonctions. 

Car  il  n'y  aura  qu'à  trouver,  s'il  est  possible,  les 
deux  équations  primitives  de  ces  dernières  équations, 
et  en  déduire  les  valeurs  P ,  et  Qdes  deux  constantes 
arbitraires  a  et  b  qu'elles  doivent  renfermer.  On  aura 
alors  *  (P,  Q)  =  o  pour  l'équation  primitive  cherchée; 
<Toà  résulte  Q=  9  P ,  la  caractéristique  f  désignant 
une  fonction  quelconque  de  Q. 

L'analyse  précédente  est  plus  simple  et  plus  di- 
recte que  celle  qye  j'ai  donnée  dans  la  Théorie  des 
fonctions  (N°.  101);  c'est  ce  qui  m'a  engagea  la 
mettre  ici ,  d'autant  qu'elle  s'applique  avec  la  même 
facilité  aux  équations  semblables  entre  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  Dans  les  mémoires  de  Berlin 


(  467  ) 
de  1779,  je  m'étais  contenté  de  prouver  àpostiriOfi 
la  légitimité  et  la  généralité  de  cette  méthode. 

Soit  donc  réquatioà  à  quatre  Variables  /  ,  œ%y  ,  z, 
de  la  forme 

(i;)  +  L(i,)+M(0=:N 

*  x  y 

L ,  M,  N,  étant  des  fonctions  quelconques  de  /,  x,  yf  z. 
Si  on  représente  son  équation  primitive  par 
F  (/,  *,jr,z)=o; 
sa  fonction  dérivée 

sera  en  général 

l'F'(<)+  «  F'(m)  +  /F'  (.>)  +  z'¥'  (t), 

et  Ton  aura  relativement   à  chacune    des  variables 
I,  *,  y  en  particulier,  les  équations 


»  17» 


F'(*)     +    (%)  *'      («)»< 


*'(y)  +  (p  )   *'(*)=<>, 
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Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  fonctions 

<?)•  <!'>•  <?) 

et  les  substituant  dans  l'équation  proposée,  elle  de- 
viendra après  la  multiplication  par  F7  (z  ),  et  le 
changement  des  signes 

F'(/)+LF'(x)  +  MF'(y)  +  NF'(r)  =  o 
d'où  l'on  tire 

FV)s-LF'(xUMF'(y)-NF'(z) 
Cette  valeur  de  F' (z)  étant  substituée  dans  celle  de 

F'  (i  ,  *,  .y,x) 
on  aura 

F'  (t,x,y,z)W(x'-t'L)F'(x) 
+  (y'-t'M)F'{y)  +  (*'-t'N)F'(z). 
Si  donc  on  introduit  entre  les    quatre  variables 

les  relations  déterminées  par  les  trois  équations 
x  —  i    L  =  o 

y  —  *'  m  =  o 

z1  ^-r'N   =^=    Q 
la  fonction  dérivée 
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F'  (t,*,f,z) 

deviendra  nulle  ;  par  conséquent  la  fonction   pri- 
mitive 

F  (  t,  x  ,^,z) 
ne  pourra  contenir  que  de*  constantes- 
Or  les  trois  équations  dont  il  s'agit  étant  du  pre- 
mier ordre, auront  trois  équations  primitives  qui  con- 
tiendront trois  constantes  arbitraires  a,  b  ,  c,  et  par 
lesquelles  trois  des  variables  /  ,  *,  jk,  z  ,  pourront 
être  déterminées  en  fonctions  de  la  quatrième. 
Donc  si  dans  la  fonction 

F  (  t,x,y,z) 

on  substitue  les  valeurs  de  ces  variables ,  il  faudra 
que  la  variable  restante  disparoisse  deile-même,  et 
la  fonction  ne  pourra  plus  contenir  que  les  mêmes 
constante*  m  %  b ,  c  ,  avec  les  constantes  qui  entreront 
dans  les  expressions  de  L,  M,  N.  De  sorte  qu'après 
cette  substitution,  la  fonction 

F(t,*,y,z) 
deviendra  nécessairement  de  la  forme 

«  (a,  »  v  t). 

Or  les  trois  équations  primitives,  dont  il  s'agit  ,  dé- 
terminent les  valeurs  de  a,  à,  c  ,  en  fonctions  des 
variables  r,x,j,  z  ;  de  sotte  qu'en  désignant  ces 
fonctions  par  P  ,  Q,  R  on  peut  mettre  ces  équa- 
tions sous  la  forme 
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«=P,   h  =0..  <  =  R. 
Donc  la  fonction 

Fft,  x,  y,  z) 
devra  être  de  la  forme 

*(P,  Q.'R)» 

puisqu'il  n'y  a  que  celte  forme  qui  puisse  devenir 
fonction  de  «,  b  ,  c,  en  veitu  des  trois  équations  pri* 
mitivcs 

P=«t    Qj=b,    R  =  *. 

Donc  l'équation  primitive 

F(t1x,y,z)  =  o 
deviendra 

par  laquelle  on  aura 

la  caractéristique  f  désignant  une  fonction  quelcon- 
que de  P  et  Q. 

Ainsi  i°  Téquation  du  premier  ordre  à  trois  variables 

Q)  +  M  (/)  =N 

dépend  des  deux  équations  du  premier  ordre  entre 
les  mêmes  variables 
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yr— x'  M=o,  x'~xfN==o 

tl  si  P  =  a  ,  Q/=  b  %  sont  les  équations  primitive! 
4c  celles-ci ,  m ,  et  b  étant  les  constantes  arbitraires, 
l'équation  primitive  de  la  proposée ,   sera 

f  P  étant  nne  fonction  quelconque  de  P 

s0  L'équation  du  premier  ordre  à  quatre  variable* 

<£>-i-l(£>  +M(i',)  =  * 

dépend  de  ces  trois  équations  entre  les  mimes  va- 
riables 

*'  —  i'L  =  'o 

y  _  {  M  =  o 

a'—  *'N  =  o 

Et  si  P  =  a,Q==  i,R=c 

sont  les  trois  équations  primitives  de  celles-ci,  «,  i,  c9 
étant  les  constantes  arbitraires,  l'équation  primitive  de 
la  proposée,  sera 

f  (  P ,  Q)  délignant  une  fonction  quelconque  de 
P«Q.; 

Et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  la  recherche  des  équations  pri- 
mitives des  équations  du  premier  ordre  par  lesquelles 
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une  variable  est  fonction  de  deux  on  de  plusieurs 
autres,  est  réduite  à  la  recherche  des  équations  pri- 
mitives d'équations  du  même  ordre ,  dans  lesquelles 
toutes  les  variables  -sont  fonctions  d'une  seule  et 
même  variable.  Or  en  analise ,  on  regarde  la  solution 
d'un  problème,  comme  connue,  lorsqu'elle  est  réduite 
à  celle  d'un  problême  d'un  genre  inférieur,  quoique 
celle  -  ci  puisse  eue  sujette  encore  à  beaucoup  de 
difficultés. 

Supposons  pour  donner  des  exemples  très-simples 
que  les  quantités  L ,  M,  N  soient  constantes  »  les 
deux  équations 

y  —  x'  M—  o,  3'  —  x'  N  =  o 
auront  ces  primitives 

.T  —  Mx=a,     z  —  N*=5 
donc  l'équation  ' 

*  y - 

aura  cette  primitive 

comme  nous  Tarons  déjà  vu  plus  haut. 

Les  trois  équations 

m  —  /'  L  =  o  ,  jrr  —  l'  M  =  o ,  z'  —  t'  N  =  o 

auront  ces  primitives 

x~L/=  a,)-  M/  =  *,z—  Ht=c 

et 
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et  l'équation 

<r>  +l(J)+m(;;)<=n 

aura  cette  primitive 

z  —  N  /  =  p(x — Lf,y  —  M<). 
Il  est  bon  de  remarquer  que  lei  équations 
P  ==.*,  Q  =  b,R  =  Cj  etc, 
où  a,  h  ,  c ,  etc,  sont   des  constantes  arbitraires ,  don- 
nent chacune  une  solution  particulière  de  l'équation 
proposée  ;  ce  qui  est  évident  par  la  forme  même  de 
la  solution  générale 

*(P,Q.)  =  o     o»     *rPiQ.iR)  =  o; 
car  puisque  la  fonction  désignée  par  9  est  arbitraire, 
on  peut  toujours  réduire  ces  équations  à 

P  —  a  =  ot    Q^ — 3  =  o  »    R — c  =  o   etc. 

Ainsi ,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  z — N  *  =3 1 
satisfait  à  l'équation 

(?)  +m(7>=n 

car  elle  donne 

z=N,r  +  b 
donc  ( 

Mais  si  on  prenait  l'autre  équation 
y  —  M  x  =  0 
on  ne  verrait  pas  d'abord  comment  elle  y  peut  satis  • 
Leçons ,  Tome  X.  N  n  n 
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faire  puisque  la  variable  z  n'y  entre  pas.  Comme  cette 
équation  ne  donne  qu'un  rapport  entre  x  et  j  par 
lequel  x  est  fonction  dey,  ou  y  fonction  de  ap,il 
faudra  changer  l'équation  dérivée  de  manière  qu'au 
lieu  des  fonctions  dérivées  de  z  %  par  rapport  à  x  et 
y,  elles  contiennent  les  fonctions  dérivées  de  or  par 
rapport  a>,  z,  ou  de  y  par  rapport  à  x,  z;  ce 
qu'on  obtiendra  par  les  substitutions  que  nous  avons 
indiquées ,  plus  haut. 


On  mettra  donc  à  la  place  de 

ii)  «  (>) 

les  quantités 

et  l'équation  dérivée  deviendra,  en  multipKant  tous 
les  termes  par  (?  )  ' 

i-M  (£)=N(r) 

dans   laquelle   »    est   maintenant  censée   fonction 
dey  et*. 


Or  l'équation 
donne 

d'oà  Ton  tire 


(475) 

>•—  Ma;=  a 


«r  —  a 
M 


C?  )  =  -■•(?')  =  »• 

valeurs  qui  satisfont  évidemment  à  l'équation  précé-, 
dente. 

Nous  venons  de  voir  dans  les  exemples  précédens  , 
que  l'équation  primitive  renferme  dans  le  cas  de  trois 
variables  une  fonction  arbitraire  d'une  quantité  com- 
posée de  ces  variables,  et  dans  le  cas  de  quatre  va- 
riables une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités 
composées  de  ces  variables. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  est 
générale  ,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'équation  dé- 
rivée du  premier  ordre* 

En  appliquant  aux  équations  à  trois  variables ,  la 
Théorie  que  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  XII  , 
sur  les  équations  dérivées  à  deux  variables,  il  est  aisé 
de  voir  que  puisqu'une  équation  à  trois  variables  a 
deux  équations  dérivées  ,  on  pourra,  par  le  moyen  de 
ces  trois  équations  ,  qui  ont  lieu  simultanément  ,  éli- 
miner deux  constantes  à  folonté  ,  et  parvenir  ainsi  à 
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une  équation  du  premier  ordre  ,  qui  contiendra  deux 
constantes  de  moins  que  l'équation  primitive. 

D'où  il  suit  réciproquement  que  l'équation  primi- 
tive d'une  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables, 
doit  contenir  deux  constantes  de  plus  que  l'équation 
du  premier  ordre,  et  q*ie  ces  constantes  seront  néces- 
sairement arbitraires. 

Prenons  pour  équation  primitive ,  l'équation  a  trois 

variables 

i  =  ax+  b  y 

En  regardant  z  comme  fonction  de  x  t%y  ,  on  aura 
ces  deux  dérivées ,  Tune  relative  à  x  et  l'autre  relative 

(?)  =-.«  (;')  =* 

Eliminant,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations,  les 
constantes  a  et  ^  on  aura  l'équation  du  premier 
ordre 

«=  *  (?)  +  r  (p  ) 

à  laquelle  répondra  l'équation  primitive 

2  t=  a  x  -f-  b  y 
les  constantes  a  et  b  demeurant  arbitraires. 

Mais  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans  les  équations  ï 
deux  variables  >  où  dès  qu'on  a  trouvé  une  équation 
primitive  ,  avec  une  constante  arbitraire  ,  on  est  assuré 
qu'elle   a  toute  la  généralité  que  l'équation  du  pre- 
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tnîcr  ordre  peut  compotter  ;  car  on  peut  trouver  une 
infinité  d'équations  à  crois  variables,  qui  par  rélimi- 
nation  de  deux  constantes  ,  au  moyen  de  leurs   déri- 
vées ,  donnent  la  même  équation  du  premier  ordre. 


Par  exemple,  l'équation 


z  =  ay  + 


b  x* 


donne  ces  deux  dérivées 


[7'>  y     '    V' 


d'où  l'on  tire ,  par  l'élimination  de  a  et  b ,  la  même 
équation 


On  pourra  trouver  autant  d'autres  équations  pri- 
mitives, qu'on  voudra,  qui  redonneront  la  même  équa- 
tion du  premier  ordre  ;  mais  dès  qu'on  en  a  une 
avec  deux  constantes  arbitraires,  on  peut  en  déduire 
la  formule  générale  de  toutes  les  autres,  par  des  prin- 
cipes analogues  à  ceux  qui  nous  ont  conduit  aux 
équations  primitives  singulières  ,  et  que  nous  avons 
exposés  dans  la  leçon  XV. 

En  effet,  si  Ton  considère  une  équation  primitive  à 
trois  variables,  telle  que 
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F(*  ,y,  z  ,  a,b)  =  o 

dans  laquelle  il  y  a  deux  constantes  a  et  b  qu'on  se 
propose  de  faire  disparaître  au  moyen  de  ses  deux 
dérivées,  il  est  visible  que  le  résultat  de  l'élimination 
de  ces  constantes  sera  toujours  le  même,  soit  que  les 
quantités  a  et  b  soienjt  constantes  ou  non  ,  pourvu 
que  les  deux  dérivées  soient  les  mêmes;  ce  qui  aura 
nécessairement  lieu  lorsqu'en  regardant  les  quanti- 
tés «et  b ,  comme  variables  ,  les  termes  provenant  de 
leur  variation, dans  les  deux  équations  dérivées,  seront 
nuls. 

Or  tant  que  aet  b  sont  constans  ,  l'équation 

F (x,   y, z, as  b)  =  o 

donne,  comme  on  Ta  vu  plus  hautT  ces  deux  déri- 
vées ,  Pue  e  par  rapport  à  x  et  l'autre  par  rapport  à  y  , 


*'(*)  +  (-#  î     F'(z)  =  o 


F'(y)+  (p  ).*'(«)  =  •  . 


Mais  ,  en  regardant  a  et  b  comme  fonctions  de  m 
etj ',  ces  dérivées  deviendront 


*  (*)+     £,)     F'(z) 
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b' 


+    [h  )   r  (•)  +  (?      F'(A)=o, 


**(*}  +   (3)    F'(*) 


+  •(?  )  F'(a>  +  (p)  *'(')«<>• 

Et  il  est  clair  qu'elles  se  réduiront  aux  précédentes  en 
déterminant  a  et  4  de  manière  que  Ton  ait  les  deux 
équations 

(j'   )   *(•)+    <£  )    f  »)-o, 


Cy)  F'(«)+  (£>*'(*>=o. 

Il  est  d'abord  visible  qu'on  peut  satisfaire  à  ces 
deux  conditions  ,  en  faisant 

F'f>)=o,        et         F'(i)=o 

ce  qui  donne  deux  équations ,  par  lesquelles  on  pourra 
déterminer  a  et  b  ,  en  fonctions  de  x  ,  y ,  z. 

Cette  solution  répond  évidemment  à  celle  q«i 
donne  les  équations  primitives  singulières  des  équa- 
tions à  deux  variables  ,  comme  nous  l'avons  vu 
dans  la  leçon  XV. 
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Ainsi,  on  pourra  appeler  ^dc  mème,équation  primitive 
singulière ,   l'équation  / 

F  (x  ,  y,z,  a,  b  )  =o 

dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a  et  b  les  valeurs 
tirées  des  deux  équations 

F(a)  =  o',    F'(U)  =  o. 

Mais  il  y  a  une  manière  plus  générale  de  satisfaire 
aux  mêmes  conditions. 

Supposons  que  b  soit  une  fonction  quelconque  de 
a ,  que  nous  désignerons  par  9  a  ,  alors  br  deviendra 

♦'(•)«'. 

par  conséquent 

4) 


deviendra 


deviendra 


*' 


f'(«)X    (-,  ),     «    (?) 


f(»)X(p). 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  de 
conditions ,  elles  deviendront 


(f'i«)  +  F'(i)x*'«  )  [i  )  =0, 


(F! 


(f(*)  +  r<»)xt'-  )  {p  )  =  °» 

et  on  y  satisfera  par  cette  équation  unique 

F'(«)-f-F'(3)  XM-  o 

laquelle  servit*  à  déterminer  la  valeur  de  a,  et  la 
fonction  p  a  demeurera  arbitraire. 

En  effet,  si  dans  l'équation  primitive 

en  fait 

h  =  9  a, 
elle  deviendra 

F(*i.r,  zi  «it «)  =  o» 

«t  si  on  désigne  par  / 

F'(-.fa) 
la  fonction  dérivée  de 

F  (s  ,y,  z,  a, 9a) 

prise  relativement  à  a  seul ,  il  est  facile  de  voir  qu'en 

faisant 

F'(a,f«)=s 

les  équations  dérivées  de  la  propotée,  prises  relative- 
ment à  9  etàjs  seront  les  mêmes  ,  a  étant  variable, 
que  si  elle  nevariait  pas  ;  q*ie  par  conséquent  l'équa- 
tion du  premier  ordre  déduite  de  celle-ci  par  l'élimi- 
nation de  a  tt  9  a%  sera  encore  la  même. 
Leçons,  Tome  X.  O  o  o 
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Il  est  visible  que  l'équation 

Vf  (ûl9  a)=  o 
n'est  autre  chose  que  l'équation  ci-dessus 
Fr  (  a  )  +  F'  (  b  )  X  f  '  a  =  <>  ,  en  faisant  b  —  fa. 

De  cette  manière  on  aura  donc  attsi  une  espèce 
d'équations  primitives  singulières,  mais  plut  générales 
qne -l'équation  primitive  proposée,  a  raison  de  lafonc- 
tion arbitraire  qu'elles  contiendront. 

Si  donc  on  a  une  équation  du  premiçr  ordre ,  à 
trois  variables ,  telle  que 

On  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  pri- 
mitive 

F  (»,  .T,  z,  a,  4)  =o 
où  a  et  b  soient  deux  constantes  arbitraires. 

Nous  appellerons  celle-ci  équation  primitive  corn- 
p\ette  à  raison  des  deux  constantes  arbitraires  qu'elles 
contient,  et  qui  ne  peuvent  disparaître  que  parle 
moyen  de  ses  deux  dérivées.  S'il  arrivait  que  les  deux 
constantes  s'en  allassent  à-la-fois  au  moyen  d'une  seule 
de  ces  dérivées ,  elles  ne  pourraient  alors  tenirlieu 
que  d'une  seule  confiante,  et  l'équation  primitive  né 
serait  pas  complette. 
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Dès  qu'on  aura  trouve  une  équation  primiive  com- 
plétée, on  en  pourra  déduire  une  autre  plut  générale, 
et  qui  contiendra  une  fonction  arbitraire. 

Car  il  n'y  aura  qu'à  faire  b  =  9  a,  et  déterminer 
ensuite  a  par  la  condition 

F'  (a,  f  a)  as  o. 

Nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  générale , 
pour  la  distinguer  de  la  précédente. 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complette 
donnera  encore  Céquation  pnmit>ve  singulière*  en  déter- 
minant a  et  b  en  tonctions  de  x\  y,  z  ,  par  les  deux 
conditions 

F;  (*  )  =  o  ,     F#  (*)  =  o 

Par  exemple,  nous  avons  vu,  plus  haut,  qne  l'équa- 
tion du  premier  ordre 


z  = 


=  *b)+' (7) 


a  pour  équation  primitive,  complette 

z=  a  x  +  ky. 

Pour  en  déduire  l'équation  primitive  générale,  on 
fera  b  =  9  a ,  et  on  prendra  les  fonctions  dérivée»  par 
rapport  à  a  seul ,  on  aura  les  deux  équations 

z*=**  +  J  f  «, 

*  +  ^'  *   •  =  o 
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d'où  il  faudra  éliminer  a  :  comme  la  fonction  f  m 
est  arbitraire ,  on  peut ,  en  lui  donnant  différentes  for* 
mes,  en  déduire  une  infinité  d'équations  primitives 
complettei ,  différentes,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires. ^ 


Soit ,  par  exemple,  f  a  c=  A— — •     les  deux  équations 


deviendront 


<*-»>• 


i  B 


=  o 


la  seconde  donne  #  a«:  ,  et  cette  valeur  substi- 

tuée  dans  la  première,  la  réduit  à 

z  =  A  ^H 


qui  est  l'autre  forme  d'équation  primitive  que  nous 
avions  trouvée. 

On  pourra ,  de  la  même  manière  ,  en  trouver  tant 
d'autres  qu'on  voudra  ;  mais  il  est  remarquable  que  la 
première  équation  primitive,  complette,  d'oo  l'équa- 
tion primitive  générale  a  été  déduite  ,  n'y  est  ja* 
mais  comprise. 
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Ainsi ,  il  tst  impossible  de  déterminer  la  fonction 
f  a%  de  manière  que  les  deux  équations 

z  =  a  x  +  jr  f  a 

donnent  celle-ci 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires. 

Car,  supposons  la  chose  possible,  en  substituant, 
dans  la  première ,  la  valeur  de  z ,  on  aura  à  satisfaire  à 
deux  équations 

A  m  -f-  B  y  =■=  a  x  +  y  f  a 

X  -hjr  f  a  =  o. 

La  seconde  donne*  =  —  y  p  a  ;  cette  valeur  substi- 
tuée dans  la  première ,  la  rend  divisible  par  j,  et  il 
en  résulte 

B— -Apa=pa— -  a  f  a  i 
d'oà  Ton  tire 


f   * 


9  a  — B 
:  „—  A 


divisant  par  f  #  —  B  ,  on  a  l'équation 

9'  a  1 

f •—  B~  a—A 

dont  chique  membre  est  une  fonction  dérivée  exacte. 


La  fonction  primitive  du  premier  membre  est 
/  (f  n  —  B)  et  celle  du  second  membre,  est  /  (  a  -—  A), 
la  caractéristique  /  dénotant  le  logarithme  hyperbo- 
lique (  1.  çoo  IV)  ,*  donc  prenant  les  fonctions  primi- 
tives ,  et  ajoutant  la  constante  arbitraire  /  k,  on  aura 

/  (ç*_B)  =  l(a  —  A)   +  /k 
d'où  Ton  tire 

fa  —  B=k(«  — A) 
et  par  conséquent 

f  a  =  B  +  k(a—  A). 

Telle  devrait  donc  être  la  forme  de  la  fonction  fa; 
d'où  Ton  déduit  f'  a=  k.  Ces  valeurs  étant  main- 
tenant substituées  dans  les  deux  équations  ci  dessus  , 
elles  deviendront 

(a-A)  (x  +kjr)=o 

*  +  k  y  =  o 
auxquelles  on  ne  peut  satisfaire  qu'en  faisant  h  4-ky=o, 
ce  qui  ne  donne  riçn. 

Jusqu'à  présent  on  avait  cru  que  toute  équation  pri- 
mitive qui  satisfait  à  une  équation  du  premier  ordre 
à  trois  variables,  avec  une  fonction  arbitraire,  est 
aussi  générale  que  celle-ci  peut  le  comporter.  L'exem- 
ple précédent  met  cette  proposition  en  défaut,  et 
nous  prouverons,  plus  bas, la  même  chose  d'une  ma- 
nière générale  et  directe. 

Il  est  vrai  que  dans  le  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner ,  on  peut  donner  à  l'équation  primitive  une 
ferme  plus  simple  et  plus  générale. 
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Car,  en  considérant  les  deux  équations 

*  ■+■  J>  9  a  =  °, 
on  voit  que  la  seconde  donne 


»  • — -i 


d'où  il    résulte  que  a  est  une  fonction  de   ~ 


Faisons  donc 


nous  aurons 


-  =  +  (■?)» 


t  a  »  •  (  j-  )  ; 


mais   il  faudra  qu'il    y  ait  entre  les   fonctions 
réquatioa 


+  (  —  )    et  <t>  (  —  )    une   relation  dépendante    de 


En  effet,  si  en  regardant  a  comme  une  variable,  on 
prend  les  fonctions  dérivées  relativement  à  la  quan- 
tité  —  ,    les  équations 


,=  +  (£)•..,.«•  (|) 


(  488  ) 
donneront 

donc ,  substituant  dans  la  seconde  pour  a  et  f  '  a ,  leurs 
valeurs ,  on  aura  l'équation  de  condition 

i +•<-*)  +  ♦'   (;)=•• 

Maintenant  la  première  ,  équation  ,  devient  parla 
substitution  des  valeurs  de  a  et  de  f  a, 

z  =  *+  (| )  .+  >  *  (7) 

Et  si  Ton  met  cette  équation ,  sous  la  forme 

—•(+(£)  s  +•  (fO 

il  est  visible  qu'elle  se  réduit  à  celle-ci 


La  fonction  *   (  —   )  $ 

a  * 

demeure  absolument  arbitraire  ,  puisque    les   deux 
fonctions 


(#9) 

ne  forment  qu'une  fonction  de    7  ;    ensorte  que  la 

x 

relation  ,  trouvée  entro   cet    fonctions.,  devient  ici 
inutile. 

Et  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  so- 
lution est  précisément  celle  que  Ton  trouve  direc- 
tement par  la  méthode  généra  le  exposée  -plus  'haut 
pour  les  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

(?)  +  M(7>=N- 

Car  r équation  proposée 


étant  divisée  par  x  et  comparée  à  la  formule  préqi* 
dente ,  donne 

de  sorte  que  les  deux  équations  particulières 

y'  —  M  x'  ac=  o     et    a'  —  N  x'  =vo 
deviennent 

%£    **~       ■     -    -'  '    =?2.'0  tj£  >«^*     ■ut»;      gg;0 


Leçons ,  Tome  X. 
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Chacune  de  ces  deux  équations  étant  divisées  par  x 
x  devient  une  dérivée  exacte  ,  et  l'on  a  les  deux  pri- 
mitives 


£  =«, 


On  a  ainsi 


P=^,     et    Q.  =i 

x  ^  a 


d'où  il  résulte  l'équation  primitive 

r  jp  ' 

qui  s'accorde  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

On  voit  aussi  que  cette  forme  renferme  l'équation 
complette 

2  =  ax  +  by  ; 

car  il  n'y  a  qu'à  supposer 
Si  Ton  avait  l'équation  du  premier  ordre 

>  =  '(;)+'  </)+/((?  )•(?)) 

la  caractéristique  /  dénotant  une  fonction  quelcon- 
que donnée  des  deux  fonctions  dérivées 
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on  trouverait  aisément ,  pour  son  équation  primitive 
complette ,  l'équation 

z=zax  +  bjy+f(a,b) 

a  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires. 

En  effet  ,   en  prenant  les  deux  dérivées  de  cette 
équation  par  rapport  a  x  et  ky,  on  a 


(!)  =  «,        (pW 


et  substituant  ces  valeurs  de  a  et  b ,  il  vient  l'équa- 
tion proposée. 

Maintenant  pour  trouver  l'équation  primitive  gé- 
nérale ,  il  n'y  aura  qu'a  faire  b  =  <p  a ,  et  déterminer 
ensuite  a  par  la  dérivée,  prise  relativement  à  a  seul. 

Ainsi  on  aura  le  Système  des  deux  équations  : 

z  =  ax  +  yM  +  f(a,ç>  a) 

x  +  y  f  '  a  +f'(aU¥>a)  =  o 

Enfin  pour  avoir  l'équation  primitive  singulière ,  on 
éliminera  a  et  b  au  moyen  des  deux  dérivées  ,  Tune 
par  rapport  à  a,  et  l'autre  par  rapport  à  b.  Ces  déri- 
vées sont 

x  +  i'(a)  =  o 

y+i'(b)  =  o 


Comme  1'élimînarion  de  a  et  b  est  impossi bit  tint 
qu'on  ne  particularisé  pat  ba  fo-nc*Son/(  a,  k  )  ;  si  à  1* 
place  des  variables  xct/,  on  introduit  les  deux  va- 
riable* *  et  b  ¥  o*  aura 

*  =  _i'(a) 
y^_f  (b) 
et  de-là 

z  =  f(a<b)  —  af'(a)  —  b  f  '  (b) 

pour  réquatioi»  primitive  fitfgulière. 

Si  on  considère  ces  trois  espèces  d'équations  pri- 
mitives ,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  essentielle- 
ment distinctes  Tune  de  l'autre,  et  que  chacune  d'elles 
ne  peut  être  renfermée  dans  aucune  des  deux  autres  t 
ni  les  renfermer;  car  dans  la  première,  les  quantités 
a  tt  b  sont  constantes ,  au  lieu  qu'elles  deviennent, 
dans  la  seconde  et  dans  la  troisième  y  des  fonctions 
des  variabies  m ,  jr  n  a. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  d'une  manière  plus 

sensible  par  la  considération  des  surfaces  représentées 
par  ces  différentes' équations  primitives.  Pour  cela  ,  je 
considère  d  abord  l'équation  générale  du  plan 

z  =  ax  +  bjr  +  c 
dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangu- 
laires des  x y  y  i  des  i,   z  t  et  dt%  y  ,Zi  est  détermi- 
née par  les  constantes  b  ,  c. 

Car  il  est  facile  de  prouver  que  a  est  la  tangente  de 
l'angle  ,  qne  rinserseciion  de  ce  plan  avec  le  plan  des 
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*  et  z  fait  avec  Taxe  des  x  ;  que  h  est  la  tangente  de 
l'angle,  que  l'intesreciion  du  même  plan  avec  l'au- 
tre plan  des  y  et  ar  fait  avec  l'axe  de  y  ;  enfin 
que  ce  plan  passe  pair  le  point  de  l'axe  des  %  qui 
cm  éLoigrvé  de  l'origine  commune  des  trou  axes ,  dre  la. 
quantités  Ainsi  on  peut  regarder  les  quantités,  a,  byc% 
comme  les  élémens  du  plan,  puisque  sa  position  par 
rapport  aux  axes  des  jj,  y  ,  z  ,  en  dépend  entière* 
ment* 

Sf  on  combine  l'équation  du  plan  avec  ses  deux 
dérivées  ,  prises  séparément  par  rapport  à  x  et  à  y  % 
on  peut  déterminer  les  valeurs  des  trois  élément 
«,  b ,  c ,  en  fonctions  de  x ,  y  ^  z,  et  Ton  trouve 


=  G  >.*  =  (?). 


^ 


Or  nous  avons  démontré  rigoureusement  dans  la 
Théorie  des  fonctions  anait  ques  que  par  rapport  à  une 
surface  quelconque  dont  on  a  l'équation  en  x  ,  y  ,  z  , 
les  expressions  précédentes  des  quantités  a  ,  b  ,  r, don- 
nent également  les  élémens  du  plan  tangent  de  la 
surface  dans  le  point  qui  répond  aux  co-ordonpée* 
rr,  y  tz  ;  d'où  il  s'ensuit  que  dtux  surfaces  qui  pour 
les  mêmes  co-ordonnées  auiont  aussi  les  même 5  va- 
leurs des  fonctions 


(«S) 


r,  ) 


et 


<;•> 


se  toucheront  nécessairement  dans  le  point  qui  ré- 
pond àcesco  ordonnées,  puisqu'elles  auront  l'une  et 
l'autre  le  même  plan  tangent* 

Cela  posé  ,  l'équation  primitive complette 

F  (  x,  y,  z,  a  ,  b  )=  o 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  constantes  arbitraires  t 
représente  une  surficc  dont  la  nature  ou  la  position 
dépend  de  ces  constantes  ;  ensorte  qu'en  faisant  va- 
rier ces  constante!  ,  la  suiface  variera  aussi  néces- 
sairement. 

Or  si  on  fait  b  =  f  a  et  qu'on  détermine  a  en 
fonction  dex,j  ,  2,de  manière  que  les  deux  équa- 
tions dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne  va- 
riait pas,  ce  qui  donne  l'équation  primitive  généra- 
le ,  il  est  visible  que  cette  équation  représentera 
une  suiface  tout-à  fait  différente,  mais  qui  aura  dans 
chaque  point  le  même  plan  tangent  que  si  la  quan- 
tité a  demeurait  constante ,  puisque  les  expressions 
des  quantités 

6)  «  d-o 


restent  les  mê'nes.  Donc  cette  surface  sera  touchée 
dans  chaque  point  par  la  surface  de  l'équation  primi- 
tive complette ,  qui  répon  J  à  b  =  p  a  ,  et  où  a  aura  une 
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vajeur  constante ,  déterminée  par  l'équation 

F'(a1ç>a)=o 

qni  est  la  condition  de  l'équation  primitive  générale  ; 
les  valeurs  de  x,  y  ,  z ,  dont  a  devient  fonction ,  répon- 
dant au  point  de  contact  des  deux  surfaces. 

Mais  en  regardant  a  comme  constante  ,  l'équa- 
tion 

F'  (<i,  9  a)  =  o 

.représente  aussi  une  surface  ;    et    son   intersection 
avec  la  surface  >  représentée  par 

F  (  x  %y  ,  z,a-9  a)  — o 

sera  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface  ,  dont 
chaque  point  sera  par  conséquent  aussi  un  point  de 
contact  des  deux  surfaces  dont  il  s'agit. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  surface  représentée 
par  l'équation  primitive  générale ,  sera  touchée  ,  dans 
toute  Tétendue  d'une  ligne, par  une  des  surfaces  re- 
présentées par  l'équation  primitive  complette  ,  dans 
laquelle  on  supposera  Tune  des  constantes  b  =  p  a. 

De  manière  que  l'équation  priraitivo  complette 

F  (  m  ,  J,2,û4p  <*)=  o 

o&aest  constante,  donnera,  en  faisant  varier  successive, 
ment  la  valeur  de  a  ,  une  infiuité  de  surfaces  successi- 
ves dont  chacune  auia  une  ligne  d'attouchement  avec 
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la  surface  Teptéeentée  par  équation  jprwnirive  géné- 
rale; et  il  est  aisé  de  concevoir  que  ces  lignes  ne 
pourront  être  que  les  intersections  mutuelles  dtt 
mêmes  surfaces  ;  que-par  conséquent  4a  auifcce  vepré- 
f  entée  pat  l'équation  prtmrtwe  générale,  ne  sent  for- 
mée ,  elle-même,  que par  Joutes  *c*  intersections  suc- 
cessives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  cette 
surface  est  subordonnée  A  :1a  fonction  f  a  ,  et  qu'elle 
n!a  de  contact  qu'avec  celles  des  sutlaces  de  Tiqua* 
lion  primitive  complette 

*0*».y» z* a*  M  —  ° 

pour  lesquelles  b  =f  m.  Mais  si. en  regardant ?a< et  ib 
-comme 'variables  ,on  les  détermine  parles  deux*  équa- 
tions 

F»  u)  =  o,    F'  (b)=o 

ce  qui  donne  alors  l'équation  primitive  singulière  », 
}a  surface  représentée  par  cette  dernière  -équation 
-sera  touchée  par  ta  surface  de  l'équation  'primitive 
•complette,  dans  laquelle  a  et-i  auront  des  valeurs 
constantes ,  puisque  les  valeurs  des  expressions 


x.  '  %y    ' 


U) 


sont  encore  les  mêmes ,  soit  que  a  ttb  soient  constans 
tu    variables.   Et  les  'points   d'attouchement  pour 

des 
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des  valeur»  données  de  a  et  b  seront  déterminée!  par 
les  deux  équations 

F'(aî=o,     F'(b)  =  o, 

combinée»  arec  l'équation  primitive 

F  (x,  y  ,  z,a,b)  =  o; 

de  sorre  que  pour  chaque  valeur  de  a  et  b  ,  il  n'y  aura 
qu'un  point  de  contact  déterminé.  D'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  la  surface  représentée  ,  par  l'équation 
primitive  singulière ,  ne  sera  touchée  dans  chacun  de 
ses  points  que  par  une  des  surfaces  de  l'équation 
primitive  complette 

F  (x,y  ,  z,  a,b)  =  o; 

mais  qu'elle  sera  touchée  par  toutes  les  surfaces  qui 
peuvent  être  représentées  par  cette* équation,  en  don- 
nant à  a  et  b  de*  valeurs  constantes  quelconques  . 
de  sorte  qu'on  pourra  regarder  cette  même  surface 
comme  formée  par  l'intersection  mutuelle  et  conti- 
nuelle de  toutes  les  surfaces  dont  nous  parlons ,  en 
faisant  varier  successivement  les  valeurs  des  cons- 
tantes a  et  b.  * 

Cette  Théorie  n'est  comme  l'on  voit  qu'une  géné- 
ralisation de  celle  que  nous  avons  donnée  dàm  la 
leçon  XVIII  sur  les  courbes  représentées  parles  équa- 
tions primitives  ordinaires  ou  singulières  des  équa- 
tions du  premier  ordre  à  deux  variables. 

L'équation  primitive  complette 

z  =  ax  +  by  +  f<a,b) 
Leçons  ,  Tome  X.  Q;  q  q 
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que  nous  avons  traitée  plus  haut ,  représente  comme 
l'on  voit  un  plan  dont  la  position  dépend  des  deux 
constantes  a  et  b. 

Si   on  fait  b  =   9  a  ,  et  qu'on  détermine  a  par 
l'équation 

*  +  yM+f'(a.f  a)=o 

pour  avoir  l'équation  primitive  générale ,  la  surface 
représentée  par  cette  équation  sera  touchée  et  formée 
par  l'intersection  mutuelle  et  successive  de  tous  les 
plans  représentés  par  l'équation 

x  =  ax  +  y9a  +f  (a,fa) 

en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possi- 
bles ;  et  cette  surface  sera  dévcloppable  dans  le  sens 
le  plus  étendu. 

Mais  si  Ton  détermine  a  et  b  par  les  deux  équations 

x  +  f'(a)=o,     y  +  f'(b)  =  o 

ce  qui  donne  l'équation  primitive  singulière  ,  la  sur- 
face représentée  par  cette  dernière  équation  ,  sera 
formée  et  touchée  par  tous  les  plans  qui  peuvent  être 
représentés  par  l'équation 

z  =  ax+by+f(a,b) 

en  donnant  successivement  à  a  et  A  toutes  les  valeurs 
successives  possibles. 

Et  toutes  ces  différentes  surfaces  seront  représentées 
à-la  fois  par  l'équation  du  premier  ordre 
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—  (7)  +  T(?)  +  '((?).(£)) 

On  peut  voir  ,  dans  les  écrits  de  Mongc  ,  la  théorie 
de  la  génération  des  surfaces  et  des  équations ,  qui 
peuvent  les  Teptésenter,  développées  dans  toute  son 
étendue,  et  avec  des  considérations  particulières  et 
ingénieuses  ,  qui  lui  appartiennent. 

Ce  que  j'en  ai  dit  ici  n'est  guère  qu'un  extrait  de  ce 
que  j'avais  donné  dans  les  mémoires  deBerlin  de  1774 
et  1779- 

Lorsque  l'équation  du  premier  ordre  est  entre  plus 
de  trois  variables ,  on  pourra  aussi  la  supposer  déduite 
d'une  équation  entre  ces  mêmes  variables ,  et  autant 
de  constantes  arbitraires  qu'il  y  aura  de  variables 
moins  une  ;  car  alors  cette  équation  fournira  au- 
tant d'équations  dérivées  qu'il  y  aura  de  constantes  , 
par  lesquelles  on  pourra ,  en'éliminant  ces  constantes , 
parvenir  à  l'équation  du  premier  ordre. 

L'équation  avec  les  constantes  arbitraires  sera  donc 
l'équation  primitive  complette  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre  ;  et  on  en  pourra  déduire  des  équations  pri„ 
mitives  plus  ou  moins  générales  par  la  variation  de  ces 
constantes,  en  supposant  l'une  ou  quelques-unes  d'en- 
tt'ctles,  fonctions  de  toutes  les  autres ,  et  les  détermi- 
nant par  les  équations  dérivées  prises  par  rapport  à 
chacune  de  celles-ci. 
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Enfin  si  ,  sans  établir  aucua  rapport  entre  ces 
constantes,  on  les  détermine  toutes,  par  les  équations 
dérivées  prises  par  rapport  à  chacune  d'elles  en  par- 
ticulier, on  aura  l'équation  primitive  singulière.  Car , 
par  ces  déterminations  ,  les  équations  dérivées  reste- 
ront les  mêmes  ,  et  le  résultat  de  l'élimination  sera  par 
conséquent  le  même  que  si  les  variables  étaient  de- 
meurées constantes. 

Ainsi  Téquation  entre  quatre  variables  t ,  x ,  y  ,  z  t 
et  trois  constantes  a^^c, 

F  (t,x,y,z,  a,  b,  c)  =  o 

sera  la  primitive  complette  de  Téquation  du  premier 
ordre  en  t ,  x  ,  y  ,  x  ;  et  les  trois  fonctions  dérivées 

déduites  des  trois  dérivées  prises  par  rapport  à  t%  x, y 

*'(0  +  (*')*'<O  =  o 


F*(*)  +  (zr()F'(»)  =  o 


•     F'(y)  +  (p)*'(*)  =  ° 

en  éliminant  pur   leur  moyen   les    trois    constantes 


(  Soi  ) 
De-là  en  regardant  a  ,  b  >  €  ,  comme  variables  ,  et 
faisane  c  =  ç>  (  a  ,  />  ),  on  aura  l'équation  primitive  gé- 
nérale par  les  deux  équations   dérivées  relatives    à 

a  et  b. 

ï*  (»)+»'(«)  X  F' (e)=« 

F'(b)  +  f,(b)Xï'(c)=o 

et  si  on  fait  à  la  fois  c  =  tp  a,  5  =  ^  * ,  on  aura  une 
autre  équation  primitive  moins  générale ,  en  déter- 
minapt  a  par  l'équation  relative  à  a 

*'(*)+  V  aXF'(b)  +  f'aXF'(c)  =  o. 

EnGn  on  aura  l'équation  primitive  singulière  parles 
trois  équations  dérivées  relatives  à  a ,  b  ,  c  , 

F'(a)=o,  F'(b)  =  o,F'(c)=o. 

On  voie  par-là  qu*én  général  toute  équation  du 
premier  ordre  entre  trois  variables  ,  dont  une  esc 
censée  fonction  des  deux  autres  ,  peut  avoir  pour 
équation  primitive  une  équation  entre  ces  mêmes 
valables  ,  contenant  une  fonction  arbitraire  ;  que 
toute  équation  du  premier  ordre  entre  quatre  varia- 
bles ,  dont  une  sera  censée  fonction  àt$  trois  autres, 
pourra]  avoir  pour  équation  primitive  une  équa- 
tion entre  ces  quatre  variables  ,  qui  contenant 
une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  formées  de 
ces  variables,  et  ainsi  de  suite  :  l'introduction  de  ces 
ionctions  arbitraires  dans  les  équations  primitives  et 
leur  évanouissement  dans  les  équations  dérivées  ,  est 
le  vrai  caractère  qui  distingue  les  équations  dérivées  à 
plusieurs  variables,  de  celles  qui  nom  que  deux  va- 
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fiables,  et  où  l'équation  primitive  n'admet  qtte   des 
constantes  arbitraires. 

Nous  avons  donné  plus  haut  une  méthode  directe 
pour  trouver  l'équation  primitive  de  toute  équation 
du  premier  ordre  à  un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles ,  lorsque  les  fonctions  dérivées  n'y  passent  pas  le 
premier  degré.  On  peut,  par  une  considération  fort 
simple  que  j'ai  proposée  il  y  a  longtems  (  Mémoires 
de  Berlin  de  177s),  rendre  toute  équation  du  pre- 
mier ordre  à  trois  variables  ,  susceptible  de  cette 
méthode.  Mais  il  se  présente  alors  dans  l'application 
de  la  même  méthode  des  difficultés  qui  ont  échappé 
à  ceux  qui  ont  déjà  fait  cette  application  ,  et  que 
je  n'ai  pas  cherché  à  résoudre  dans  la  Théoiie  des 
fonctions ,  en  traitant  le  même  sujet  (  art.  104  )  ,  parce 
que  je  n'avais  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant.  C'est 
ce  qui  m'engage  à  revenir  sur  cet  objet  pour  n'y 
plus  rien  laisser  à  désirer. 

Faisons  pour  plus  de  simplicité  % 

t  ' 

('l  )  =  P'ct   Cy  )  =q* 

toute  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables  sera 
représentée  par 

F(x,y,z,  p,  q  )  =0 

et  Ton  aura   la  formule 

I  9.9 

z   =  p  x  -f-  q  x 

à  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen  de  l'une 

I 
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de*  indéterminée!  p  et  q,  l'autre  étant  donnée  par 
l'équation   du  premier  ordre. 

Comme  les  quantités  p  et  q  ne  peuvent  être  que 
des  fonctions  de  m  %jr  ,  z  ,  si  on  suppose 

pa-  +  (x,y,z),q  =  -ç(x,y,z) 

on  aura  l'équation 

z'  +  x'+(x,y,z)+yrf(x,y,z)=0 

qui  ne  peut  avoir  une  équation  primitive  qu'autant 
que  les  fonctions  désignées  par  >]#  et  p  satisferont 
à  la  condition 

o  =  +»  (.y)   -,'   (x) 

+  f'(i)X  +  (x,y,:)-+'(»)Xf(x,y,r) 

comme  nous  lavons  vu  au  commencement  de  cette 
leçon. 

Or  puisque 

+  (x1y1z)=  —  p    et    r(x,y»z)  =  — q«* 
on  aura 

+'(y)=-  <£)>  +'(*)=-  <£) 

donc  faisant  ces  substitutions,  on  aura  pour  l'équa* 
lion  de  condition  celle-ci  du  premier  ordre 


<$'->-(£>+p(ÏJ-«cp<>  — 
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L'équation  donnée 

F  (x  i  y«  *»  p*  q)  =o 
fournit  ces  crois  dérivées  relatives  à  x  %y  t  z , 


r* 


F'-tf  +  F»  X    (M   +  F'(q)X   (J  )  ==• 

F'(y)+F'(p)X   (£)+F'(q)X(£)=o 

F'(«)  +  F'(p)X(<)+F'(q)  X   (£   )    =o 


\l    . 


par  le  moyen  desquelles    on   pourra  éliminer  les 
fonctions  dérivées  de  p  ou  de  q. 

Eliminons  celle  de/; ,  on  aura  par  la  première  et  la 
troisième 

,q\    _        F'fx)    _    F'(p)  p' 

l*'  >  FTT)        f7^  x     x'  ' 

i 

(z'i=         F^q)  F'(q)     X     l«»   J 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  premier 
ordre ,  elle  deviendra 

F'(*)+pF'(*)+F'(p)X(j?) 


f  So5j 


'+*'(q>X(2,)+(pF'(p)+qF'(q))(£)=*o. 

où  Ton  voit  que  Ici  fonction  dérivées  de  l'inconnue 
p  ne  Sont  qu'à  la  première  dimension  ,  la  quantité  q 
étant  d'ailleurs  une  fonction  de  p  ,  x  ,y  ,  z,,  donnée 
par  l'équation 

Lorsqu'on  aura  déterminé  par  ces  équations  lei 
fonctions  p  et  q  ,  l'équation 

z   =  p  x    +    q   y9 

aura  nécessairement  une  équation  primitive,  qui  sera 
en  même  tems  l'équ3tion  primitive  de  l'équation  du 
premier  ordre  proposée 

F   f  x*y,z,     [±r)%     (  y)  Jfco. 

Comparons  maintenant  l'équation  ci-dessus  qui 
contient  les  fonctions  dérivées  de  p  ,  relativement  aux 
trois  variables  a  *>y  ,  z,  avec  la  formule 

(?)     +   l    (?)    "+M     (7!')=N 

que  nous  avons  déjà  traitée  dans  cette  leçon ,  et  dont 
nous  avons  vu  que  l'équation  primitive  dépend  des 
trois  équations  particulières 


Liçons ,  Tome  X. 
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x'  — t'L  =  o,    y'—  t'M  =  o,  z'  —  trN  =  o 

nous  aurons,  en  prenant  respectivement  les  variables 
x ,  y  ,  x  ,  p  ,  à  la  place  des  variables  t ,  x ,  y ,  z  , 
les  valeurs 


pFMp)+qF'(q) 
F'(P) 


M 


F'(x)+pF'(») 
N Ftjpl 

de  sorte  que  tes  trois  équations  particulières  devien- 
dront 

y'F'(p)    -x'F'(q)=0 


»'F'(p)-x'     (pF(P)   +  ,F'(q))«=0 


P'F'(P)+*'    (F'(x)+pF'(t))   =o. 

Comme  ces  trois  équations  nt  renferment  que 
quatre  variables  m  ,  y ,  z  ,  p  ,  chacune  d'elles  pourra 
être  rédvi^e  à  deux  variables  seulement  ;  ainsi  la 
difficulté  est  rabaissée  aux  équations   de  ce  genre. 
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Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  leurs  équations 
primitives  qui  renfermeront  nécessairement  trois  cons- 
tantes arbitraires  «,i,c;on  pourra  en  tirer  les  va- 
leurs  de  ces  trois  constantes  en  x  ,  y  i  z  ,  et  p  \  et 
si  on  dénote  ces  valeurs  par  P  ,  Q  ,  R  ,  on  aura 
sur  le  champ  ,  comme  nous  gavons  démontré  ,  l'é- 
quation 

pour  Téquation  primitive  de  l'équation  du  premier 
ordre  en  x,j,z  et  p\  la  fonction  ç  (  P ,  Q^>, 
étant  une  fonction  arbitraire. quelconque  de  P  et  de  Q. 

Cette  équation  combinée  avec  Téquation  donnée 

F  (x,  y,  z,p,q  )fco 

donnera  \z\  valeurs  de  p  et  q  en  m,  *y  ,  z,  qui  étant 
substituées  dans  Téquation 

z'  =  px'+qy' 

la  rendront  susceptible  d'une  équation  primitive  ei* 
x  ,  y ,  z,  qui  sera  Téquation  cherchée. 

Comme  jusqu'ici  rien  ne  limite  la  fonction 
^(P'Q,'  )  H  s'ensuivrait  que  Téquation  primitive 
d'une  équation  du  premier  oidre  à  trois  variables 
peut  renferme*  une  fonction  arbitraire  de  deux  quan- 
tités ,  tandis  que  dans  les  cas  que  nous  avons  exami- 
nés ,  nous  n'avons  jamais  trouvé  que  des  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  quantité  ;  il  est  d'ailleurs  fa- 
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die  de  se  convaincre  qu'il  est  impossible  de  faire 
disparaître  d'une  équation  à  trois  variables  *  une 
fonction  arbitraire  de  deux  quantités  par  !•  moyen 
de  ses  deux  équations  dérivées. 

Cette  difficulté  ,  je  l'avoue,  m'a  lôûg  teins  tour- 
mtnié  ;  enfin  je  suis  parvenu  à  la  résoudre  par  les 
considérations  suivantes. 

Je  remarque  d'abord  que  comme  les  trots  équa- 
tions 

•Paa,      Q  =  b,       R  =  c 

satisfont  par  l'hypothèse  aux  trois  équations  du  pre- 
mier ordre 

y'F'(/0-.x'E'(f)=o 

z'F'(/0-*'(fF'(p)+7F'(,))  =  o 

/>' F' (/,)  +  *'(  F' (*)+/,  F' (i))=o 

avec  les  constantes  arbitraires  a  ,b  ,  c  ;  si  on  tire  de 
ces  mêmes  équations 

P=a,       Q.=  b,    R»c 

les  valeurs  de  gr,  y  ,  z  ,  en  fonction*  de  p  et  qu'on  le* 
substitue  dans  les  équations  précédentes, elles  devien- 
dront nécessairement  idcntiques;de  sorte,  que  par  ces 
substitutions  les  premiers  membres  des  équations,don| 
il  s'agit  ,  deviendront  identiquement  nuis  ,  quellct 
que  soient  les  valeur;  de  p ,  a  x  b  ,  c. 
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Or  le  premier  membre  de  la  première  étant  mul- 
tiplie par  q  et  retranché  du  premier  membre  de  la  ic- 
coude  des  mêmes  équations,  donne 

*'(P)X(z'- />*'-,  y'). 

Donc  si  dans  la  formule  z  —  p  \  —  q  yr  *  on  fait 
les  mêmes  substitutions  des  valeurs  de  x  ,  7,  z,  en  £  , 
le  résultat  sera  encore  identiquement  nul. 

A  la  place  des  vmabJes  x,y,  z  ,  on  peut,  sani 
nuire  à  la  généralité,  introduire  les  quantités  o  ,  £,  c  , 
regardées  comme  variables, en  conservant  les  mêmes 
expressions  de  * ,  y ,  z  en  p ,  a  ,  £ ,  c.  Alors  dans  la 
formule  z'  —  />  x'  —  q  y' ,  les  termes  provenant  de  la 
▼ariabilité  de  /> ,  se  détruiront  mutuellement  «  puis- 
que ces  mêmes  expressions  rendent  cette  formule 
nulle  dans  le  cas  où  a  ,  b ,  c  sont  constantes.  Elle 
deviendra  donc  de  la  forme 

Aa'+Bi'  +  Ct' 

dans  laquelle  A  ,  B ,  C  ,  seront  des  fonctions  de 

p  ,  a ,  b  ,  c. 

Donc  Téquation 

z'  _/>*'—  ç/  =  o 
deviendra 

et  la  condition  qui  doit  la  rendre  susceptible   d'une 
équation  primitive  sera,  par  ce  que  nous  avons  trouvé 

<  =  *(«,*), 
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puisque  la  substitution  des  valeurs  de*#  jr  ,  z,  en 
^»«i^c,  donne 

P=*,     0,=  h  .      R  =  c  , 

d*où  ces  valeurs  sont  supposées  tirées. 

Or,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  on  a 

c'  =  «V(i)  +  bV(b). 
Donc  taisant  ces  substitutions,  l'équation  , 

(A  +  Cf'(a)    )   ar+(B  +  Cf'(b)     b'=o 

aura  nécessairement  une  équation  primitive  ,  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  la  variable  p  dispa* 
raitra  d  elle-même  de  l'équation  ,  puisque  sa  fonction 
dérivée/)7,  a  déjà  disparu. 

Alors  l'équation  sera  entre  les  deux  seules  variables 
a  et  b\  et  aura  toujours  une  équation  primitive  ,  par 
laquelle  b  deviendra  fonction  de  «  seul;  et  cette  fonc- 
tion sera  arbitraire,  à  cause  de  la  fonction  arbitraire 
P  (a,  b). 

Ainsi  les  deux  quantités  b  et  c ,  seront  aécess aire- 
ment ,  Tune  et  l'autre,  fonction  de  •  seul  ;  mais  il  fau- 
dra qu'elles  satisfassent  à  l'équation 

Aa'  +  Bb'+Cc'=  o. 

•Soit  donc  b  =  ^  a ,  c  =  ?  q  en  les  substituant 
dans  cette  équation,  on  aura 
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A-f-B^  +  Cç>'a  =  o 

ce  qui  donne  une  relation  entre  les  deux  fonctions 
f  a  et  ^  a  ,  et  il  en  restera  une  d'arbitraire. 

Maintenant ,  si  on  remet  pour  a  ,  b  ,  c%  leurs  valeur! 
P,^,  R  »  on  aura  pour  l'équation  primitive  cherchée 
le  système  des  deux  équations 

Qsr^P,    R  =  pP 

d'où  en  éliminant/),  on  aurm  une  équation  en  x,y,  z, 
avec  une  fonction  arbitraire. 

Telle  est  la  solution  directe  -et  complet  te  du  pro- 
blême ,  mais  neus  verrons  qu'on  peut  la  simplifiée 
dans  plusieurs  cas. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  du  premier  ordre 

On  aura  ici 

F(x,  J,  *,/»,  g)  =z  —  p  q*=o 
donc 

F'(x)s=o,      ^0)=©,  r(t)  =  t 

F'  (*)  =  -.«,     F' &)=*_*. 

Et  les  trois  équations  du  premier  ordre  en  x,yy  %  ^ 
deviendront 


41    ^—      taM  * 
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—  qz'-}-tpq*'=co 

—  qp  +  p*  s=o 

Or  l'équation 

s  =  p   fi  donne 

donc  Ici  trois  équation*  dont  il  s'agit  deviendront 

2  y  —  p9  m  =o 

zr  _  i  p  xp  =  o 

zp  +—  %  p  J  ==o 

oè  Ton  pourrait  faire  Tune  des  fonctions  dérivées 
m' ,  y  »  z\  />\  égale  à  l'unité. 

La  première  et  la  dernière  donnent  y1  =  p'  ;  droo 
Ton  tire  l'équation  primitive 


jr=r/,+a 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ensuite  la  seconde  et  la  troisième  donnent 

pxf  =  ÎZ/>, 

lavoir 

z           p 

les  fODCtiom  primirivei  logarithmique!  sont 


d'où 
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d'où  Ton  tire 

z  =  b  f>* 
b  étant  une  autre  constante  arbitraire. 

Enfin  li  dans  la  première  on  substitue  p'  pour  yf> 
et  b  p2  pour  2  ,  on  a,  en  divisant  par  \>% ,  b  p'  —  m'  c=  o , 
d'où  Ton  a,  en  prenant  les  fonctions  primitivel 

x  —  bp  +  c, 
c  étant  la  troisième  constante  arbitraire. 

Ainsi  on  aura,  en  dégageant  les  valeurs  de  cet 
constantes , 

a=s—pazP 


c  se  x  _    r  =r  R. 
Maintenant  si  dans  l'équation 

2, 

•n  substitue  pour  9  la  valeur  -r  9   elle  devient 
z'_a*'  —  ^L  =0. 

Et  si  à  la  place  de  «,/,  z,  on  y  met  les  expressions 
trouvées   ci-dessus  en  p  ,  a%  b*  c,  en  regardant  les 
quantités  d,  fc,  c,  comme  variables,  on  a  la  transforméo 
p2  br  H-  *  b  pp'—p2  b'  —  b  pp' 
—  p  c'  —bpp'—bpa*=o 
Leçons ,  Tome  X.  S  s  1 
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qui  en  effaçant  ce  qui  se  détruit  et  divisant  ensuite  pat 
/>,se  réduit  à 

Donc  faisant 

izx^  *,    c=  f  a 
on  aura 

f  a  +  ^  a  «a  o  5 

ce  qui  donne       ^  a  =  —  ça. 

Ainsi  on  aura  le  système  dt  cet  deux  équations 
Savoir 

d'où  il  faudra  éliminer  p  ;  tt  la  fonction  f  (j^  —  ^) 
demeurera  arbitraire. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  impartante.  Lorsqu'on 
a  trouvé  deux  équations  primitive!  renfermant  deux 
constantes  arbitraires  comme  jr  =  p  -+-  a,  et  z  =  £  />*  , 
on  pourrait  croire  qu'en  éliminant  p  ,  on  aurait  une 
équation  primitive  avec  deux  constantes  arbitraires 
qui  serait  par  conséquent  l'équation  primitive  com- 
plette  de  la  proposée  ,  et  d'où  Ton  pourrait  ensuite 
tinet  l'équation  primitive  générale  avec  une  fonction 
arbitraire. 

On  aurait  de  cette  manière  l'équation 
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Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'elle  ne  satis- 
fait pas  à  la  proposée 

car  elle  donne     (— ,)  =  •• 

Il  en  serait  de  même,  si  Ton  employait,  pour  chasser 
pi  la  seconde  et  la  troisième  équation;  on  aurait  alors 

savoir 


* 

b 

ce 

qui 

donnerait 

k 

(7)— 

Mais  si  on  employait  la  première  et  la  dernière*  on 
aurait  par  l'élimination  de  p , 

t 

J  —  • 

d'où  Ton  tire 

cette  expression  donne 

(-ij^r  —  •s(p)  — «  — «1 

valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée. 
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La  raison  de  cette   espèce  de   bizarrerie  se  trouve 

dans  l'équation  donnée  plus  haut ,  c1  +  b  a  =  o. 

Elle  fait  voir  que  les  deux  quantités  a  et  c  peuvent 
être  constantes  ensemble  ;  que  par  conséquent  les  deux 
équations  P  =«,  et  R  =  c  ,  ont  lieu  à  la  fois  ;  de 
lorte  qu'en  éliminant  p  ,  on  a  une  équation  en  x  ,y,  z, 
et  les  deux  constantes  arbiuaires  a,  c,  qui  sera  par 
conséquent  l'équation  primitive  complette  de  la  pro- 
posée. Mais  l'équation  ne  serait  pas  satisfaite  par  la 
•impie  supposition  de  a  et  £,  ou  de  b  etc,  constantes 
ensemble  ;  d'où  il  suit  que  les  deux  équations 

P=*     et     Q,=  £,oû,  Q,=  *    et    R  =  c 

prises  ensemble  ne  satisfont  pas  à  ta  proposée. 

Au  reste ,  on  peut  trouver  l'équation  primitive 
complette  ,  au  moyen  d'une  seule  de  ces  équations  ; 
car  elle  donne  une  valeur  de  p  en*,  j,z,ct  une 
constante  arbitraire;  et  comme  cette  valeur  satisfait  à 
l'équation  du  premier  ordre  en  *,  j\  z  et  p  ,  elle 
rendra  l'équation  z'  —  pas'  — fl>'=  o  ,  susceptible 
d'une  équation  primitive  :  ainsi  il  n'y  aura  qu'à 
chercher  cette  équation  en  y  ajoutant  une  constante 
arbitraire ,  et  Ton  aura  l'équation  primitive  complette 
avec  les  deux  constantes. 


Ou  bien  on  tirera  de  l'équation  trouvée  la  valeur 
de  p  en  x,  j%  z  %  et  comme  />=(—,)  on  cherchera 
Féquation  primitive,  en  ne  regardant  que  zet  x  comme 
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variables.  Cette  équation  pourra  alors  renfermer  une 
fonction  arbitraire  de  y  qu'on  déterminera  aisément 
par  l'équation  proposée  ;  et  comme  celle-ci  est  du 
premier  ordre,  la  fonction  de  y  renfermera  au  moins 
une  constante  arbitrage  ;  de  .^orte  qu'on  aura,  de 
nouveau,  une  équation  primitive  complète  avec  ici 
deux  constantes. 

Prenons    dans    l'exemple  précédent  la    première 
équation  P  =  a,   savoir   y  _/>  =  </. 

x 
Elle  donne  p  :==y  —  a,  et  comme  on  a  q  =  —  , 

P 

pn  aura 

z 


Ces  deux  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation 

i  —  p  x  —  q  j    =  o 
donnent 

v  .  '  j  •  —  a 

équation  ,    qui    étant   divisée    par  y  —  a ,  a   pour 
équation  primitive 

—  x   +  c.=  o 

y  — a 

où  c  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or  cette  équation' est  la  même  que    nous   avons 
trouvée  ci-dessus  par  réliruin^tton  de  />. 

La  même  équation  p  =  y  —  a  devient,  en  subs- 


(3,8) 
tituant  pourj  11  valeur ,    (  -,  \  , 


Comme  il  n'y  a  ici  que  la  fonction  dérivée  de  i 
relativement  à  x,  on  peut  ôter  Ici  parenthèses  et 
mettre  l'éc]uatien  foui  la  forme 

dont  l'équation  primitive   en   regardant  y  comme 
constante ,  est 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Cette  valeur  donne  ,  en  prenant  les  fonctions  déri- 
vées par  rapport  à  «  et  y , 

(?)  -'— 

r 

(*-r)     =  *_Y-(y_«)Y'. 
Substituant  ces  expressions  dans  la  proposée 

on  a 

(^-•)(*— Y)*5^^*)^  — Y)+Cr— «)fY'; 
d'où  l'on  tire  Y'  »  o;  et  par  conséquent  Y  =  c , 
en  prenant  *  pour  une  constante  arbitraire. 
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Ainsi  l'équation  primitive  devient,  comme  ci*dessus* 

2  =  {>  —  a)  (  *  —  c). 

Ayanr  cette  équation    primitive  complette  pour 
en  tirer  l'équation  primitive  générale  ,  On  fera  c  serf  a, 
et  on  prendra  la  dérivée  par  rapport  à  a  leul;  on 
aura  ainsi  le  aystéme  des  deux  équations 
f=^  —  a)  (*—  f  a) 

d'où  il  faudra  éliminer  a. 

Pour  les  comparer  aux  équations  trouvées  ci -des* 
sus  par  la  méthode  générale,  il  n'y  a  qu'à  les  mettra 
sofas  la  forme 


y  — 


ï* 


(J-*) 


a  =  *'« 


Comme  la  quantité  a  doit  être  éliminée,  on  peut 
mettre  à  sa  place  une  quantité  quelconque.  Si  on  y 
met  sa  valeur  ,y  — - p ,  on  a  les  mêmes  équations  déjà 
trouvées  ,  d'où  il  faut  ensuite  éliminer/?. 

La  Théorie  des  équations,à  plusieurs  variables  des 
ordres  supérieurs  au  premier,  est  encore  trés-im- 
paifaite. 

Lorsque  ces  équations  ,  admettent  une  équation 
primitive  de  Tordre  immédiatement  inférieur,  on 
peut  les  regarder  comme  provenant  d'une  équation 
primitive  complette  de  ce  dernier  ordre  avec  deux 
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constantes  arbitraires ,  ainsi  que  nous  l'avons  démon- 
tré pour  les  équations  du  premier  ordre ,  et  lors  qu'on 
connaît  d'une  manière   quelconque    cette   équation 
primitive  ,  on  peut  par  les  mêmes  principes  en  tirer 
les  équations  primitives  ,    générales   et  singulières; 
nais  on  sait  que  dès  le  second  ordre  ,  il  y  a  une  infinité 
d'équations  qui  ne  sont    point    susceptibles    d'une 
équation  primitive  du  premier  ordre,  et  qui  admettent 
néanmoins  une  équation  primitive  absolue  sans  fonc- 
tions dérivées.  Nous  n'entrerons  point  ici   dans  ce 
décail  qui  nous  mènerait  trop  loin ,  et  nons  renvoyons 
pour  ce  qui  regarde  les  équations  de  ce  genre,  aux 
traites  connus  du  calcul  différentiel. 

L'application  du  calcul  des  fonctions  i  la  Géomé- 
trie et  à  la  Mécanique  ,  pourra  faire  le  sujet  d'autres 
leçons  ;  on  en  trouve  les  principes  dans  la  seconde 
paiiie  de  la  Théorie  des  fonctions  analitiques. 
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ADDITION 

A  la  leçon  dix-neuvième* 

Pour  confirmer  ce  que  nous  avons  avance  au  com- 
mencement de  cette  leçon  (p.  397  )  sur  le  passage  des 
différences  finies  aux  différentielles,  nous  ajouterons 
que  comme  ce  passage  consiste  réellement  dans  un 
changement  de  fonction  ,  i'aoalise  indique  et  effectue 
ce  changement  par  des  expressions  ,  qui  deviennent 
alors  zéro  divise  par  zéro. 

Considérons  en  effet  la  difîércntiellic  d.  /  x;  sui- 
vant les  principes  rigoureux  du  calcul  des  ditiércn- 
ces  ,  on  a 

d.  fx=f  (s+dx)—f.xi 
et  par  conséquent 

à-fj*      f(x  +  dx)—fx 
d   x  d  s 

Cette  valeur  de       -^ —     devient      ~      lorsque 
d    x  o 

d  x  s:  o  ;  pour  savoir  ce  qu'elle  doit  être  dans  ce  cas- 
là  ,  on  suivra  la  règle  exposée  à  la  fin  de  la  leçon  VIII 
(  p.  97  ),  et  que  nous  avons  déduite  de  principes 
indépendans  du  calcul  différentiel. 

On  prendra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur,  relatives  à  la.  variable  d  xm 
et  on  y  tera  ensuite    d  x  =  o. 

On  aura  ainsi 

Leçon  Tome  X.  T  tt 
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f  (  *  +  d  x  )     et    (  faisant  d  %  =  o  )  f  m 

d.fx 
pour  la  valeur  de   — - —  ,     lortqoe  d  x  =  o. 
d  x 

Cette  valeur  est,  comme  l'on  voit, la  même  que  celle 
que  donne  le  calcul  différentiel  ;  comme  nous  l'avons 
obietvé  à  la  fin  de  la  leçon  II  (  p.  24  ). 

Si  Ton  considère  de  même  les  différences  secondes, 
on  a  d'abord  rigoureusement 
d*.  fx  =*/(*  +  %  d  *)_*/( m  +dx)+/x^ 

donc 

Wa./jc     _    /(*+«//*)  —  i/(jr  +  dm)  +  f* 

dx1      ~  dx% 

d?.f  * 
En  faisant  d  x  ==  o,  cette  valeur  de  — -  — -  devient 

d  x2 

—  ;    on  prendra  donc  alors  les  fonctions  dérivées  du 
o 

numérateur  et  du  dénominateur  relativement  à  la  va- 
riable d  x  y  ce  qui  douncra 

j'  (x  +*d*)—f(x  +  dx). 
dx 


o 
Cette  expression  devient  de  nouveau  —     ors  qu'on 


y  fait  d  s    =  o  ;   c'est  pourquoi   il   faudra  prendre 
encore  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du 
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dénominateur  relativement  à  la  même  variable  d  x  ; 

on  aura 

2/"  (  *+2</.r)  _/"(*  +  **). 
En  faisant  ici  ^  x=  o  ,  on  a   en&a /"  x  pour  la 

valeur  de    ■—  lorsque  dm=.o. 

d  x2  n 

Ose  en  effet  la  valeur  de  la  différentielle  seconde 
defx  ,  divisée  par  d  x2. 

On  doit  conclure  de  là,  en  général ,  que  les  exprès* 

d   y         d2   y 
sions  - —  ,      - — -  etc  ,  employées    dans   le    calcul 
d    x         d  x2  r     ' 

différentiel,  ne  peuvent  être  priies  que  pour  des  sym- 
boles dei  fonctions  dérivées  y',  y"  etc. 

|  Nous  avons  observé  à  ta  fin  de  la  même  le- 
çon XIX  f  que  Tailor  n'était  parvetiu  à  la  formule 
qui  porte  son  nom  que  d'une  manière  peu  exacte. 
On  peut  ,  par  les  principes  précédens  ,  donner  à 
son  procédé  toute  la  rigueur  que  l'anal  y  ic  ptji* 
demander. 

Si    dans   la    formule   générale    d'interpolation    f 
(  P*   4fl  )  on  fait  y  =  /x,  elle  devient 

/(  x-f-*)    =/*  +  m   —f~ 


i>— iî      Aa. 


/"* 


(  *>  _  j  )  (  o#  —  g  j  ) 

8.3 


f* 


+    etc. 
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dans  laquelle 

*./»  =  /(  x^+   i)-fs 

A*./*=»/(r+2i)_9/(*  +  0  +f*. 
etc. 

Cette  formule  est    générale  quelque  soit  i ,  mais 
en  faisant  1=0,  les  valeurs  de»  expressions 


A  •  f*       A*.  / 


etc. 


deviennent   —. 
o 

Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  considérées  ci-dessus ,  en  changeant  a  en 
dy  tli  cud  x. 

Ainsi  «lies  deviennent  Y  x  %  f"  K  «*c  »  dans  le 
cas  de  »  =  o. 

On  a  doQcalortf 

/(*  +  ")=/*   +»/'*    +    -       /"  *     -f-     CtC   , 

comme  nous  Pavons  trouvé,  dans  la  leçon  II ,  d'une 
manière  rigoureuse  et  directe. 

.  Oo  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  d'expo- 
ser que  ceux  qui,  d'après  Euler,  regardent  les  différen- 
tielles comme  de  véritables  zeio ,  et  par  conséquent 
leur  rapport  comme  celui  de  zeio  à  zéro  ,  sont  dans 
toute  la  ngueur  de  l'avalise  ;   parce  qu'une  fonction 
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qui  satisfait  en  général  aux  conditions  d'une  ques- 
tion ,  ne  saurait  changer  de  forme  pour  un  cas  par- 

o 
ticulier  qu'en  passant  par  l'état  de  •—  ;  commi  on 

peut  le  prouver  par  plusieurs  exemples. 

On  sait  que  la  somme  de  n  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

i  +  a  +  a*  +  a3  +  etc , 

t               i  —  an 
est  exprimée  par    • 

En  regardant  cette  expression  comme  une  fonc- 
tion Ue  n ,  on  voit  que  cette  fonction  est  de  la  forme 
exponentielle. 

Cependant,  dans  le  cas  de  a  =  i  la  série  devient 
x  -f-  i   +  i  +  etc ,  et  la  somme  de  n  termes  est  ». 

Ainsi  dans  ce  cas  il  faut  que  la  fonction  expo- 
nentielle change  de  forme  et  devienne  une  simple 
fonction  algébrique  ;  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  p^r 
une  espèce  de    saut ,  que  Fanatise  indique    alors  par 

o 
l'expression  *-. 


En  effet  en  faisant  a  =  i ,  la  formule      


o 
devient    »-  ;  et  pour  en  trouver  la  valcur,il  faut  pren- 
dre les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  déno~ 
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sninateur  relativement  à  la  variable  a  ,  ce  qui  donne 

h—  i 
n  a  ,  et  par  conséquent  n  ,  en  faisant  a  =  i . 

La  fonction  primitive  de  x  on  l'intégrale  dex   dx 

n  +i 

est  en  général  _ï ; 

n  +i 

Pour  qu'elle  commence  au  point  oh  x  =  «  «  il 
tn  faut  retrancher  la  constante 


Et  Ton  a  alors  la  fonction 

n-f-  i         n  +  i 


i«   +  i 
Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique ,  mais 

o 
dans  le  cas  ou  n  =  —  i  ,    elle  devient    —  ;    ce     qui 

indique  qu'elle  doit  alors  changer  de  forme. 

Pour  trouver  la  nouvelle  fonction  ,  on  prendra  les 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur 
de  l'expression  précédente  relativement  à  la  variable  n , 
Ton  aura  ainsi ,  par  les  formules  données  dans  la 
leçon  IV  , 

m  Ix  —  a        '        la. 

En  faisant  n  =  —  i,  on  a  /  jp—  /  a  ou  /    —      pour  la 


fonction    primitive  de   —    comme  on  Ta  trouvé  dans 
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la  même  leçon  par  d'autres  principes. 

La  léric 


n— x      •    .  (n— i)'n  —  «) 

cos  x  sin  m — 

t.  3 


n  — 3 
X     cos  s  sin  x3 

(n—Ofti— tï(n  — 3)(fi— 4) 
s.  3.  4.  !» 


Xn  —  5    .       5 
cos  x  s  in  x 


—  etc. 

eit  représentée  généralement  par  la  fonction  en  sinus , 

sin  n   x 

—   ,     comme  on  le  voit  par  la  formule  rapportée 

n 

à  la  fin  de  la  même  leçon  XIX. 

Cette  fonction  devient    — •     lorsque  n^o,  auquel 
o 

cas  la  série  se  réduit  à 

sin  k  sin  x3  sin  x5 

—    * *  +  "; r  —  etc. 

eus  x  3  £0j  xJ       h  cos  x* 

Gela  indique  que  la  fonction  doit  changer  de  forme 
dans  ce  cas  ;  en  effet  si  on  prend ,  suivant  la  régie  ,  les 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomina- 
teur relativement  à  la  variable  n ,  la  fonction  devient 
x  cosn  x  ,  et  se  réduit  à  la  fraction  circulaire  m 
en  faisant  n  =*  o. 
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C'est ,  comme  Ton  fait ,  la  valeur  rigoureuse  de  h 
léfîc 

»  *    .       I  n 

tang** —  — .  tang.  x3  -j-     ~*  tang.x^ 

—  etc. 


On  voit  clairement,  par  cet  différent  •xemplei,  qu'il 
serait  aisé  de  multiplier,  s'il  était  nécessaire ,  que  l'ex- 
pression —  est  toujours  le  limptôme  d'un  change- 
ment de  fonction  ;  ce  qu'il  me  semble  qu'on  n'avait 
pas  encore  remarqué. 


ERRATA 


Page  16  ligne  1 2,  au  lieu  de  fx  +  i  p  +  i  q  +  i  r -f-  etc  , 
lisez/  x  +  i  p  +  ia  q  +  i3  r  H-  etc  , 


—    49  lîg*  2  1  au  lieu  de 


/"p-f  q-f-r+ctcA 
V       i.t.3..  m       / 


lisez 


(  p  -H  q  4-  r  +  et c  ,  ) 


j •  s*  3*  •  •  •  ni 

—  80  lîg.  1  x  au  lieu  de  y  —  a  ,  lisez?  =  a 

—  88  ligne  7  ,  comptée  d'en  bai ,  au  lieu  Je  x, 

lisez  n. 

.H 

—  119  ligne  4  ,  au  lieu  de  j 


«.3... 


lisez 


t. 3. 


-/. 


—  14S  ligne  4,  an  lieu  de  (A).  (B),(D/,(F). 

liiez  (A),  (B),  (H),  (K). 

—  i53  ligne  6,  comptée  d'en  bas  ,    au   lieu  de 
(  p  +  1/  (  p-  -  1  )  )m Usez  (p  +  ^(p»-  1)  )-«. 

—  218  Kg.  i3,  comptée  d'en  bas  1  au  lieu  de  x,  y  etji 

lisez  x,y  ,  /  et  y". 

—  348  ligne  pénult ,  au  lieu  de  /(?")  ,  K*e*  *'  (/')• 

—  376    ligne  7  ,  comptée    d'en  "bas  ,  au    lieu  de 

Mx+:,yYy(l  +  y'2))  =  o1 

lisez*  (x+yy\yl/(iH-y'2))=*:o. 
Leçons  Tome  X.  Vvv 


— 7  388  ligne  première,  au  lieu  do 


+(V) 


liiez 


p  —  n  *a 


+  C-73) 


'—    400  ,  ligne  6,comptce  d'en  bas , au  lieu  de  2  ai ,, 
lisez  a   t. 

ligne  5 ,  au  lieu  de  A  '  y  »  lisez  a  y- 

—  408  ligne  4. comptée  d'en  bas, lisez 

(a'+a  +  *+i)(a'~a)  =  o. 

—  456 ,  ligne  4, comptée  d'en  bas,  au  lieu  de  (  ly), 


li.cz  (   ~  ) 

—     5o4  lig.  7  ,  comptée  d'en  bas ,  au  lieu  de  celle  di  p  , 
lisez  celU  di  q. 
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